Hansmann
Kurzlehrbuch Prognoseverfahren



GABLER Kurzlehrbiicher

mit Aufgaben und Lisungen
Herausgeber: Prof. Dr. Dr. h.c. Herbert Jacob, Univ. Hamburg

Prof. Dr. Dietrich Adam, Univ. Miinster
Kurzlehrbuch Planung

Prof. Dr. Karl-Werner Hansmann, Hochsch. d. Bundesw. Hamburg
Kurziehrbuch Prognoseverfahren

Prof. Dr. Wolfgang Hilke, Univ. Freiburg i. Br.
Kurzichrbuch Bilanzpolitik

Prof. Dr. Dr. h.c. Herbert Jacob, Univ. Hamburg
Kurzlehrbuch Investitionsrechnung

Prof. Dr. Dieter Pressmar, Univ. Hamburg
Kurziehrbuch Produktionstheorie



Prof. Dr. Karl-Werner Hansmann
v ZENTRALE!ISLICTHER |
des Fachbereicr. v sntufte-
WISSCNACIRTION Q8 Ui v ot |
samnDiry une e Heorschbe
M Wirtschuit una Poiitiic

Kurzlehrbuch
Prognoseverfahren

Mit Aufgaben und Losungen

GABLER



CIP-Kurztitelaufnahme der Deutschen Bibliothek

Hansmann, Karl-Werner:

Kurzlehrbuch Prognoseverfahren: mit Aufga-
ben u. Losungen/Karl-Wemer Hansmann. —
Wiesbaden: Gabler, 1983.

(Gablers Kurzlehrbiicher)

ISBN 3-409-13444-1

© Betriebswirtschaftlicher Verlag Dr. Th. Gabler GmbH, Wiesbaden 1983
Umschlaggestaltung: Horst Koblitz, Wiesbaden

Satz: Satzstudio RES, R.-E. Schulz, Dreieich

Druck und Buchbinderei: Wilhelm & Adam, Heusenstamm

Alle Rechte vorbehalten, Auch die fotomechanische Vervielfiltigung des Werkes
(Fotokopie, Mikroskopie) oder von Teilen daraus bedarf der vorherigen Zustimmung
des Verlages.

Printed in Germany.

ISBN 3 409 13444 1



Vorwort

Jede betriebswirtschaftliche Entscheidung beruht auf Daten, deren zukiinftige Ent-
wicklung prognostiziert werden muf}. Die Prognose ist daher zentraler Bestandteil der
Entscheidungsvorbereitung. In diesem Lehrbuch wird versucht, Studierende und Prak-
tiker mit den Prognoseverfahren vertraut zu machen, die in Betriebswirtschaftslehre
und Unternehmenspraxis Verwendung finden und in ihrer Gesamtheit das Gebiet der
okonomischen Prognoserechnung moglichst weitgehend abdecken.

Dabei werden drei Ziele verfolgt:

_ Das Buch soll Mittler sein zwischen den Lesern, die sich in die Prognoserechnung
einarbeiten wollen und den oft schwer verstindlichen Originalarbeiten iiber einzelne
Prognoseverfahren.

_ Der Leser soll vertiefte Kenntnisse der Methoden erlangen und sie an Beispielen
nachvollziehen konnen.

— Die Fertigkeit zur konkreten Anwendung von Prognoseverfahren soll durch Aufga-
ben eingeiibt werden.

Dem ersten Ziel dient der weitgehende Verzicht auf mathematische Beweisfihrungen,
dem zweiten eine detaillierte Darstellung insbesondere der anspruchsvollen Prognose-
verfahren, kombiniert mit empirischen Anwendungsbeispielen, die alle mit dem am
Lehrstuhl des Verfassers entwickelten computergestiitzten Prognosesystem durchge-
rechnet wurden.

Ein vertieftes theoretisches Verstindnis ist jedoch fiir den Einsatz von Prognoseverfah-
ren noch nicht hinreichend. Ihre Anwendung muf} eingeiibt werden. Diesem Ziel dient
der umfangreiche Ubungsteil mit Aufgaben und Losungen zu den einzelnen Kapiteln
des Lehrbuchs. Die Aufgaben konnen mit einem Taschenrechner gelost werden, so dafl
der Einsatz von Prognose-Software nicht erforderlich ist. Grundkenntnisse in Statistik
und (fiir Kapitel G.) in Matrizendarstellung, wie sie im Grundstudium der Wirtschafts-
wissenschaften erworben werden, reichen zur Durcharbeitung des Lehrbuchs aus.

Mein herzlicher Dank gilt meinen Mitarbeitern am Institut fir Industriebetriebsfor-
schung der Hochschule der Bundeswehr Hamburg, den Herren Dipl.-Kfm. Gunter Pae-
tow, Dr. Ulrich Raubach, Dipl.-Kfm. Andreas Roggon und Dipl.-Kfm. Wolfgang Zet-
sche fiir ihre vielfiltige Hilfe, insbesondere beim Entwurf der Aufgaben und Losungen,
bei der Erstellung von Prognose-Software, beim Durchrechnen der Anwendungsbeispie-
le und bei den Zeichnungen. Auch ihre kritischen Anregungen und wertvollen Hinwei-
se habe ich dankbar entgegengenommen.



Herrn Prof. Dr. Dr. h.c. H. Jacob danke ich fir die Anregung zu diesem Buch und fiir
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A. Grundlagen der Prognoserechnung

I. Prognosebegriff und Prognoseproblematik

Prognosen werden in vielen Wissenschaften erstellt, so daB es nicht erstaunlich ist, in
der wissenschaftlichen Literatur eine betrichtliche Reihe verschiedener Prognosedefini-
tionen zu finden. Gemeinsam ist das Bemiihen, aus der Analyse vergangener Ereignisse
Gesetzmifigkeiten zu gewinnen, die einen Schluf} auf zukiinftige Ereignisse ermogli-
chen.

Im Anschlu an Theil (1966) soll im folgenden eine Definition zugrunde gelegt wer-
den, die der Zielsetzung dieses Lehrbuchs in besonderem Mafie entspricht.

Eine Prognose ist eine Aussage iiber ein oder mehrere zukiinftige Ereignisse, die

1. auf Beobachtungen

2. auf einer Theorie

beruht.

Mit der ersten Bedingung wird sichergestellt, da jede Prognose auf der Analyse der
Vergangenheit basiert, d. h. empirisch fundiert sein muff und kein blofes ,, Tippen**
sein darf.

Die zweite Bedingung erfordert eine sachlogische Begriindung der Prognose und die
Angabe von Primissen, unter denen sie abgegeben wird; die zugrunde liegende Theorie
muf nicht unbedingt umfangreich oder sehr detailliert ausgearbeitet sein.

Die in diesem Lehrbuch behandelten Prognoseprobleme sind ausschlieBlich 6konomi-
scher, d. h. betriebswirtschaftlicher bzw. gesamtwirtschaftlicher Natur. Die erstelliten
Prognosen sind daher Aussagen iiber zukiinftige 6konomische Ereignisse. Die Beobach-
tungen der Vergangenheit liegen in der Form von Zeitreihen vor, und die Theorie bzw.
sachlogische Begriindung ist in das wirtschaftswissenschaftliche Theoriensystem einge-
bettet.

Unter einer Zeitreihe verstehen wir eine Menge von Beobachtungswerten, die in glei-
chem zeitlichen Abstand aufeinander folgen. Sie wird symbolisch wie folgt dargestellt:

{%¢} (t=1,...,T)

wobei x; den zum Zeitpunkt t (oder im Zeitraum t) beobachteten Wert der Zeitreihe
angibt.

Die sorgfiltige Analyse einer Zeitreihe soll anschlieBend eine Prognose des kiinftigen
Verhaltens dieser Reihe erméglichen. Eine solche Prognose ist jedoch nur sinnvoll,
wenn unterstellt werden kann, daB die im bisherigen Verlauf der Zeitreihe aufgedeck-
ten Gesetzmifigkeiten fir die Zukunft weiter giltig sind.

Diese Primisse wird ZEITSTABILITATSHYPOTHESE genannt. Streng genommen ist
sie in der 6konomischen Realitit nie vollstindig erfiillt, was eigentlich jede Prognose

11



verbietet. Da aber 6konomische Prognosen als Grundlage fiir unternehmenspolitische
und wirtschaftliche Entscheidungen notwendig sind, hilft nur der pragmatische Stand-
punkt weiter, Prognosen dann zu erstellen, wenn man Grund zu der Annahme hat, die
Zeitstabilitatshypothese sei im wesentlichen erfiillt. Man nimmt somit von vornherein
Prognosefehler in Kauf, versucht sie jedoch mit Hilfe geeigneter Verfahren zu minimie-
ren.

II. Aufbau und Arten von Prognosemodellen

Ein Prognosemodell ist ein System, das die beobachteten Werte der zu prognostizieren-
den Variablen und evtl. anderer Variablen als Elemente enthilt und nach bestimmten
Regeln miteinander verkniipft, um als Ergebnis der Verkniipfung Prognosewerte zu er-
halten.

Die Vielfalt verschiedener Prognosemodelle lifit sich durch Klassifizierung auf eine
iiberschaubare Zahl von Modelltypen reduzieren, von denen im folgenden die wichtig-
sten gegeniibergestellt werden.

1. Qualitative und quantitative Prognosemodelle

Erfolgt die Verkniipfung mit Hilfe mathematischer Operationen (Addition usw.) in Ge-
stalt eines Gleichungssystems, so liegt ein quantitatives Modell vor. Quantitative Mo-
delle stehen im Zentrum dieses Lehrbuchs (Kapitel C. bis G.).

Qualitative Prognosemodelle verkniipfen die Variablen verbalargumentativ und werden
z. B. zur Vorhersage politischer Entwicklungstendenzen verwendet. Sie sind Gegen-
stand von Kapitel B.

2. Univariate und multivariate Prognosemodelle

Univariate Prognosemodelle beziehen nur die Zeitreihe der zu prognostizierenden Va-
riablen in die Untersuchung ein. Die Zeit ist hier der einzige ,,erklirende* Faktor fiir
die Prognose. Die in den Kapiteln C. bis F. dargestellten Verfahren benutzen univariate
Modelle, wihrend die Regressionsanalyse (Kapitel G.) als multivariates Verfahren die
zu prognostizierende Variable mit anderen Variablen verkniipft, die aufgrund einer
theoretischen Begriindung als kausale (verursachende) Variablen angesehen werden.

3. Kurz- und langfristige Prognosemodelle

Bei dieser Unterscheidung dient die Linge des Prognosezeitraums als Kriterium. Leider
besteht in der Literatur keine Einigkeit iiber die Abgrenzung der Fristen. Als Anhalts-
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punkt sei hier die Abgrenzung von Makridakis/Wheelwright (1978a, S. 542) wieder-
gegeben:

Prognosemodell Prognosezeitraum
kurzfristig bis 3 Monate
mittelfristig 3 Monate bis 2 Jahre
langfristig iiber 2 Jahre

Es sei jedoch darauf hingewiesen, dafl jeder Abgrenzung eine gewisse Willkiir anhaftet,
und dariiber hinaus die Linge des Prognosezeitraums auch von dem zeitlichen Abstand
der Beobachtungswerte (Wochen, Monate, Quartale, Jahre) abhingen kann.

4. Weitere Klassifikationen

In quantitativen multivariaten Prognosemodellen konnen eine, aber auch mehrere in-
terdependente Variablen gleichzeitig prognostiziert werden. Da man zur Prognose einer
einzigen Variablen eine Prognosegleichung bendtigt, heiflen diese Modelle Ein-Glei-
chungsmodelle, die iibrigen Mehr-Gleichungsmodelle. Beide Modelltypen kénnen linea-
re oder nicht-lineare Gleichungen enthalten. Bevorzugtes Anwendungsgebiet von Mehr-
Gleichungsmodellen sind gesamtwirtschaftliche Prognosen des Bruttosozialprodukts,
des privaten Konsums, der privaten Investitionen usw. Sie stiitzen sich in der Regel auf
Regressionsmodelle aus dem Instrumentarium der Okonometrie.

III. Der zeitliche Ablauf einer Prognose

Es empfiehlt sich allgemein, den Prognosevorgang in einzelne zeitlich aufeinander fol-
gende Schritte zu zerlegen, wobei der Zerlegungsgrad von der Bedeutung der Prognose
fir das Untermehmen bestimmt wird. Im folgenden sei ein Ablaufschema von Brock-
hoff (1977, S. 49) wiedergegeben, das sich durch eine sehr feingliedrige Unterteilung
des Prognoseablaufs auszeichnet, die aus Zeit- und Kostengriinden auch vergrobert wer-
den kann.

1. Darstellung des Prognosegegenstandes

2. Formulierung eines Erklirungsmodells des Prognosegegenstandes (theoretische
Hypothesenbildung)

3. Untersuchung der Zeitstabilititshypothese (Eignet sich das Erkldrungsmodell als
Prognosemodell?)

Priiffung der Mefbarkeit der Variablen
Suche nach mefibaren Daten (Zeitreihen)
Test des Erkldrungsmodells

Anwendung eines Prognoseverfahrens

o N oo

Kritische Beurteilung der Prognoseergebnisse
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9. Einsatz der Ergebnisse in der Planung
10. Ex-post Kontrolle der Prognoseergebnisse zur Gewinnung neuer Hypothesen.

Die Punkte 9. und 10. werden haufig nicht mehr zur eigentlichen Prognoseaufgabe ge-
rechnet, sie sollten jedoch auf jeden Fall zur Wahrung des Systemzusammenhangs und
zur Riickkoppelung mit der Prognoseaufgabe verbunden werden.

IV. BeurteilungsmaBle fiir Prognosen

Jede Prognose soll in irgendeiner Form die Grundlage fiir eine Entscheidung liefern.
Zur Beurteilung der Prognose sind daher folgende Punkte wichtig:

1. Bedeutung der Entscheidung,
2. Prognosekosten,
3. Prognosequalitit.

Dabei ist die Bedeutung der Entscheidung Bestimmungsfaktor fiir die Prognosekosten
und -qualitit. Zu den Prognosekosten gehoren Kosten fiir die Entwicklung und EDV-
Implementierung der Prognoseverfahren, Dokumentation, Rechenzeit, Speicherbedarf
sowie Datenbeschaffung und -aufbereitung.

Im folgenden beschrinken wir uns auf die Beurteilung der Prognosequalitit, doch darf
man in der Praxis die beiden anderen Punkte nicht vernachlissigen. Die Prognosequali-
tat 148t sich auf zwei Arten beurteilen;

1. Ex-ante-Beurteilung

Hierbei wird die Prognose iiberpriift, bevor beobachtete Werte im Prognosezeitraum
vorliegen. Die Beurteilung erstreckt sich z. B. auf die Auswahl der kausalen Variablen,
die zugrunde gelegte Funktionsform (Linearitit ist in der Realitit nicht gewihrleistet),
die Linge des Beobachtungszeitraumes sowie eventuelle nachhaltige Verinderungen
der Zeitreihenstruktur im Beobachtungszeitraum.

Es liegt jedoch auf der Hand, da} eine abschlieffende Beurteilung der Prognosequalitit
nur durch Vergleich der prognostizierten mit den tatsichlich eintreffenden Werten —
also im nachhinein — méglich ist.

2. Ex-post-Beurteilung

Die Prognosequalitit wird ex post iiberwiegend statistisch gemessen, wobei der Progno-
sefehler im Mittelpunkt steht. Der Prognosefehler ist die Differenz von tatsichlichem
Wert x¢ und prognostiziertem Wert X und sei im folgenden mit e¢ bezeichnet.
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Prognosefehler: e; = x{ — Xy t=1...,7)
(Prognosezeitraum)

Aus dieser Kennzahl lassen sich weitere Grofien ableiten, deren wichtigste die folgen-
den sind:

— Absoluter Prognosefehler led] = Ix¢ — Xl
— Quadratischer Prognosefehler e = (x¢—%X¢)°
. Ietl |Xt — )/it|
— Relativer absoluter Prognosefehler P i
t t

Diese Prognosefehler benutzt man zur Konstruktion von statistischen Fehlermaflen,
um damit die Prognosegite zu beurteilen. Schwarze (1980, S. 317 ff.) hat die ge-
brauchlichsten Mafle zusammengestellt und kommentiert. Von den dort zu findenden
Mafen (mehr als 30) werden wir in diesem Buch nur vier quantitative und ein qualitati-
ves Fehlermaf vorstellen und nachstehend naher erldutern.

a) Die mittlere absolute Abweichung (MAA)

MAA = [x¢ — R4l T = Linge des Prognosezeitraums

1

Dieses Fehlermafy verhindert das Saldieren positiver und negativer Abweichungen im
Prognosezeitraum und gewichtet alle Prognosefehler gleich.

|-
T M

b) Die mittlere quadratische Abweichung (MQA) bzw. die Wurzel aus der
mittleren quadratischen Abweichung (WMQA)

N \2 - 1 T A 2‘
(xy — Xt) WMQA = T Z (x¢—Xy)
1 t=1

Im Unterschied zu MAA erhalten hier groBe Abweichungen (durch das Quadrieren) ein
hoheres Gewicht, was hiufig erwiinscht ist. Beruht die groe Abweichung jedoch nur
auf einer singulidren Stérung (,,Ausreifler*‘), dann ist die hohe Gewichtung ungerecht-
fertigt und die Verwendung von MAA angezeigt. Der Vorteil von WMQA gegeniiber
MOQA ist die gleiche Mafieinheit bei Fehlermaf} und Zeitreihenwerten.

MQA =

- |-
T M

¢) Der Ungleichheitskoeffizient von Theil (U)

Alle bisher besprochenen Fehlermafie sind nicht normiert. Bei voller Ubereinstimmung
von Prognose und Realitit nehmen sie zwar alle den Wert Null an und erlauben somit
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das Urteil ,,Ideale Prognose*. Es fehlt jedoch ein kritischer Wert, der zwischen guten
und schlechten Prognosen diskriminiert. Diesen Nachteil versucht Theil (1971, S. 28
und 1978, S. 368) mit der Konstruktion des folgenden Mafes zu umgehen

Xg ist der letzte beobachtete
Wert vor Beginn des
Prognosezeitraums

Auch U nimmt den Wert Null an, wenn ,ideal* prognostiziert wird. Zur Abgrenzung
der guten von den schlechten Prognosen dient nun der Wert U = 1, der sich ergibt,
wenn man nach folgender Regel ,,naiv*‘ prognostiziert:
,.der letzte Beobachtungswert dient als Prognosewert*

it.:xt—l (t'—'l,...,T)

Man rechnet zwar mit keiner Anderung der Zeitreihe, pait sich jedoch in jedem Zeit-
punkt t der letzten Anderung an. Dies ist sicherlich das einfachste Prognoseverfahren
und fiihrt zu U = 1, wie sich durch Einsetzen in die U-Formel zeigen 1ift. Man kann
nun festlegen:

Ein Prognoseverfahren ist gut, wenn es einen kleineren Ungleichheitskoeffizienten lie-
fert als die ,,naive‘ Prognose, d. h. U< 1,

Dabei sind auch Werte knapp unterhalb von Eins schon als recht gut einzustufen, weil
U die Prognosefehler zwischen U= 0 und U = 1 in der Regel nicht linear abbildet. Dies
ist zugleich der Hauptnachteil des Ungleichheitskoeffizienten.

Trotzdem erscheint mir das Theil’sche FehlermaB geeignet zur Ex-post-Beurteilung von
Prognosen und den ihnen zugrunde liegenden Prognoseverfahren. Wir werden aber in
diesem Buch auch die iibrigen Mafe verwenden, um sie empirisch vergleichen zu kon-
nen.

d) Fehlermafie zur qualitativen Beurteilung von Prognosen

Ein sinnvolles Kriterium fiir die Giite einer Prognose kann u. U. die Hiufigkeit sein, mit
der die Anderung der Tendenz einer Zeitreihe (Wendepunkt) richtig vorhergesagt wird
(vgl. Schwarze 1980, S. 319). Da es hierbei nicht auf die Grofle, sondern nur auf das
Vorzeichen des Prognosefehlers ankommt, nennt man solche Kriterien qualitative Feh-
lermafe.

Ein Wendepunkt der Zeitreihe liegt vor, wenn gilt
Xt —Xt—1 >0 und x¢+7 —x; <0
oder

Xt — Xt-1 <0 und Xt+1 _Xt>0'
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Man kann nun gemif Tabelle 1 die Anzahl der nicht vorhergesagten Wendepunkte (B)
zur Anzahl der vorhergesagten, aber nicht eingetretenen Wendepunkte (C) addieren
und durch die Summe aus der Anzahl vorhergesagter und nicht vorhergesagter Wende-
punkte (A+B+C) dividieren.

Tabelle 1
Anzahl von .
Wendepunkten vorhergesagt nicht vorhergesagt
eingetreten A B
nicht eingetreten C D

Dieses Wendepunktfehlerma nimmt bei richtigen Prognosen (B = 0 und C = 0) den
Wert Null und fir den Fall, daB kein eingetretener Wendepunkt vorhergesagt wurde
(A = 0), den Wert Elins an, ist also ebenfalls normiert.

Damit sei die Erliuterung der Fehlermafe abgeschlossen. Mit der Kenntnis vom Auf-
bau der Prognosemodelle, zeitlichem Ablauf der Prognose und der Beurteilungsmafie
sind die Grundlagen fiir die folgende Beschreibung einzelner Prognoseverfahren und ih-
re Anwendung auf empirisches Datenmaterial erarbeitet.
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B. Heuristische Prognoseverfahren

I. Uberblick

Heuristische Prognoseverfahren sind ein Sammelbegriff fiir zweckmaiBige, methodisch
erarbeitete Prognoseregeln (von heuriskein (gr.) = systematisch suchen) ohne schemati-
siertes Prognosemodell.

Sie zeichnen sich durch folgende Eigenschaften aus (Hansmann 1979, S. 229):

1. Die der Prognose zugrunde liegende Theorie ist nur schwach ausgebildet und/oder
enthilt viele subjektive, d. h. nicht unmittelbar nachpriifbare Elemente.

2. Die statistisch-mathematischen Instrumente treten in ihrer Bedeutung fiir die Pro-
gnose zuriick.

3. Der Einsatz von ,,Experten, deren Erfahrungen auf Spezialgebieten fiir die Progno-
se nutzbar gemacht werden, ist stark verbreitet.

Wegen 2. werden die heuristischen Prognoseverfahren hiufig als qualitative Prognose-
verfahren bezeichnet. Dies ist jedoch nicht ganz zutreffend, da in Teilbereichen des
Prognoseproblems durchaus quantitative Methoden, z. B. Computer-Simulationen in
langfristigen Prognosen des Energiebedarfs, zur Anwendung kommen.

Die Eigenschaften der heuristischen Prognoseverfahren legen es nahe, sie vor allem fiir
langfristige Prognosen (10 bis 50 Jahre) und in der Futurologie (vgl. z. B. Kahn 1976)
einzusetzen. Vielfach werden aber auch ,,Schnellprognosen‘ mit diesen Verfahren er-
stellt, wenn keine Zeit oder Miihe fiir die Beschaffung und Analyse von Zeitreihen auf-
gewendet werden soll.

Das Spektrum der heuristischen Prognoseverfahren ist umfangreich. Als bekannteste
Verfahren seien erwihnt:

1. Expertenbefragungen

2. Analogieschliisse (Bruckmann, 1978)

3. die Delphi-Methode

4. die Methode des morphologischen Kastens (Zwicky, 1971)
5. die Szenario-Technik.

Im Rahmen dieses Buches sollen als typische Verfahren die Szenario-Technik und die
Delphi-Methode vorgestellt werden.

I1. Die Szenario-Technik
1. Kennzeichnung

Das Szenario ist die Beschreibung der zukiinftigen Entwicklung des Prognosegegenstan-
des bei alternativen Rahmenbedingungen.
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Aus der griindlichen Analyse der Gegenwart und dem Aufzeigen verschiedener Ent-
wicklungsméglichkeiten ergibt sich ein Gesamtbild fir den Prognosezeitraum, das
meist qualitativ — mit einigen quantitativen Daten versehen — beschrieben wird.

2. Anwendungsbereiche

Die Szenario-Technik ist vor allem im Bereich der langfristigen Wirtschafts-, Energie-
und Technologieprognose beheimatet, wird aber auch zur Prognose kultureller und ge-
sellschaftlicher Entwicklungsprozesse herangezogen. Anschauungsmaterial bietet das
Buch ,,The next 200 years‘‘ von Hermann Kahn (1976).

3. Anwendungsbeispiel: Energiebedarf der BRD fiir die Jahre 2000 und
2030

Die vom 8. Deutschen Bundestag eingesetzte Enquete-Kommission hat in ihrem Be-
richt ,,Zukiinftige Kernenergie-Politik* (Bundestagsdrucksache 8/4341) ein Szenario
vorgestellt, das vier alternative, zukiinftige Entwicklungen (Pfade) von Energiebedarf
und Energieversorgung enthilt.

Als Determinanten der Energienachfrage werden
— die Bevélkerungsentwicklung,

— die Strukturentwicklung der Volkswirtschaft,
— das Wachstum des Bruttosozialprodukts und
— Energieeinsparmafinahmen

angesehen. Die mogliche Entwicklung dieser Grofien in den vier Pfaden wird plausibili-
tatsmiBig gestiitzt und fiir die in einem Modell der linearen Optimierung abgebildeten
Sachzusammenhiinge exogen vorgegeben. Beziiglich der Determinanten und der alter-
nativen Pfade werden folgende Annahmen getroffen:

— In allen vier Pfaden wird von einer einheitlichen Bevolkerungsentwicklung ausgegan-
gen. Es werden die Projektionen des Statistischen Bundesamtes zugrunde gelegt (im
Jahre 2000 etwa 57 Millionen, im Jahre 2030 etwa 50 Millionen Personen).

_ Fiir die Strukturentwicklung der Volkswirtschaft wird in den Pfaden 1 und 2 ein
,mittlerer Strukturwandel*, in den Pfaden 3 und 4 ein ,starker Strukturwandel*
unterstellt. Der Strukturwandel bezieht sich auf die Bereiche
— Grundstoff- und Produktionsgiiterindustrie
— iibrige Industrie und
— Dienstleistungsbereiche.

_ Mittlerer Strukturwandel beinhaltet die Annahmen, daf8 die Grundstoffproduktion
halb so stark wichst wie die iibrige Industrie, und der Dienstleistungsbereich mit
10 % gegeniiber dem Bruttosozialprodukt iiberproportional zunimmt.
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Starker Strukturwandel ist durch eine gleichbleibende Grundstoffproduktion, glei-
ches Wachstum der iibrigen Industrie und des Bruttosozialproduktes, sowie ein iiber-
proportionales Wachstum des Dienstleistungsbereiches von 20 % gekennzeichnet.

— Das Wachstum des Bruttosozialprodukts hingt wesentlich vom eintretenden Struk-
turwandel ab. 47 % des Energiebedarfs sind mit der Entwicklung des Bruttosozial-
produkts gekoppelt. 53 % des Energiebedarfs werden als unabhingig vom Bruttoso-
zialprodukt angenommen und einheitlich fiir alle Pfade exogen vorgegeben.

— Das Wirtschaftswachstum wird in'durchschnittlichen jihrlichen Steigerungsraten des
Bruttosozialprodukts angegeben, wobei Zeitrdume vor und nach dem Jahr 2000 un-
terschieden werden.

vor 2000 nach 2000
Pfad 1 +33% +14%
Pfad 2 +20% +1,1%
Pfad 3 +2,0% +1,1%
Pfad 4 +2,0% +1,1%

— Das Mafl der Energieeinsparung wird fiir die einzelnen Pfade normativ gesetzt, in-
dem jeweils ein technisch realisierbarer und gewiinschter Standard der Energieein-
sparung unterstellt wird. Die Einsparraten (ER) sind auf den technischen Standard
von 1980 bezogen. In Abhiingigkeit von den wirtschaftlichen Sektoren werden fiir
die einzelnen Pfade folgende Einsparraten im Zeitraum 1980 bis 2030 angenom-
men.

Pfad 1 ER bis zu 25 % : = Trendsparen

Pfad 2 ER bis zu 52 % := starkes Sparen

Pfad 3 ER bis zu 70 % : = sehr starkes Sparen
Pfad 4 ER bis zu 80 % : = extrem starkes Sparen

In Tabelle 2 sind die Ergebnisse des Szenarios auszugsweise wiedergegeben. Der fiir die
Jahre 2000 und 2030 und pro Pfad errechnete Energiebedarf (letzte Zeile) verteilt sich
auf die vier Energietriger Ol/Gas, Kohle, Uran und regenerative Energiequellen, wie z.
B. Wind, Biogas, Treibstoffe aus Biomasse. Die Tabellenwerte sind einheitlich in 10° t
SKE (Mega-Tonnen Steinkohleeinheiten; 1 kg SKE = 8,141 kWh) wiedergegeben.

Deutlich erkennbar weist Tabelle 2 die Wirkungen gesellschaftlicher Haltungen gegen-
iiber der Energieproblematik aus. Wihrend in den Pfaden 1 und 2 die Kemenergie tole-
riert wird, erscheint sie in den Pfaden 3 und 4 als gesellschaftlich nicht durchsetzbar.
Die Pfade geben insgesamt ein breites Spektrum von Entwicklungen des Primirenergie-
bedarfs wieder. Im Vergleich zu den realisierten Werten des Jahres 1978 werden bis
zum Zeithorizont im Jahre 2030 sowohl Steigerungen als auch Abnahmen des Energie-
bedarfs fir moglich gehalten.
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Das Szenario der Enquete-Kommission zeichnet sich durch seine Transparenz und
Nachvollziehbarkeit aus. Dariiber hinaus wird es durch die Darstellung alternativer Ent-
wicklungen der Zielsetzung eines Szenarios gerecht.

Tabelle 2

Szenario ,,Primirenergiebedarf und Aufteilung auf alternative Energietrager*
[in 10° t SKE]

1978 2000 2030

Energietriger Pfad1 Pfad2 Pfad3 Pfad4 |Pfad1 Pfad2 Pfad3 Pfad4

Stein- und

Braunkohle 105 175 145 145 130 210 160 160 145

Erdo!f und

Erdgas 265 250 190 190 165 250 130 130 65

Kernenergie 12 135 70 — — 290 210 - —

regenerative

Energiequellen 8 40 40 40 50 50 50 70 100

Primirenergie-

bedarf 390 600 445 375 345 800 550 360 310
4. Kritik

Vorzug der Szenario-Technik ist die Beachtung der allgemeinen Interdependenz der
EinfluBfaktoren. Es werden alternative Entwicklungstendenzen nach vielen Richtun-
gen ausgelotet. Das Prognoseumfeld und die Randbedingungen sind Bestandteil des
Szenarios.

Als Nachteil mu die Fiille von subjektiven Einschitzungen angesehen werden. Im An-
wendungsbeispiel sind die Annahmen iiber die Einsparraten fiir Energie dhnlich heikel
wie die Vermutungen iiber die Verfiigbarkeit regenerativer Energiequellen.

Trotzdem hat das Szenario bei komplexen Prognoseproblemen, die keine einfache
Trendextrapolation gestatten, durchaus seinen Wert, insbesondere dann, wenn es; wie
im Anwendungsbeispiel, als ein fundiertes Ausleuchten von Zukunftsperspektiven be-
trachtet wird.
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ITII. Die Delphi-Methode

1. Grundprinzipien

Die Delphi-Methode ist eine spezielle Form der Gruppenprognose, die von Wissen-
schaftlern der amerikanischen RAND Corporation Anfang der 60er Jahre entwickelt
wurde (Helmer/Gordon 1967, Geschka in Bruckmann 1978, S. 27 ff.).

Das Prognoseverfahren hat folgende charakteristische Eigenschaften (Hansmann 1979,
S. 232):

1. Die Prognose wird von Experten abgegeben, die sich mit unterschiedlichen Aspek-
ten des Prognoseproblems beschiftigt haben.

2. Die Experten lernen sich nicht kennen {Anonymitit).

3. Die Prognose vollzieht sich in mehreren Runden (Iterationen), wobei von einer
Runde zur nichsten eine kontrollierte Informationsriickkoppelung stattfindet.

4. Die einzelnen Prognosen der Expertengruppe werden statistisch ausgewertet.

Durch die anonyme Befragung soll der aus Gruppendiskussionen bekannte Effekt ver-
hindert werden, dafl dominierende Gruppenmitglieder die Prognosen der anderen be-
einflussen. Auf der anderen Seite wird die Gefahr von isolierten Einzelprognosen, die
infolge der Anonymitit naheliegt, durch die Informationsriickkoppelung zwischen den
Befragungsrunden vermieden, denn das Ergebnis einer Prognoserunde wird den Teil-
nehmern in statistischer Form mitgeteilt, so daB} sie iiber zusitzliche Informationen
verfugen.

2. Ablauf der Delphi-Prognose

Nachdem der Expertengruppe der Prognosegegenstand mitgeteilt und die Delphi-Tech-
nik erldutert worden ist, beginnt die eigentliche Prognoseprozedur.

Runde 1

Die Experten geben schriftlich und anonym ihre erste Prognose iiber den Prognosege-
genstand ab. Der Projektleiter ermittelt aus den abgegebenen Prognosen den Median,
das untere und obere Quartil und die Quartilspanne.

Runde 2

Jeder Teilnehmer erhilt die statistischen Kennzahlen der ersten Runde. Er gibt nun un-
ter Beriicksichtigung dieser Information eine zweite Prognose ab. Liegt sie auferhalb
der Quartilspanne, ist sie kurz zu begriinden. Der Projektleiter ermittelt aus den zwei-
ten Prognosen wiederum Median, Quartile und Quartilspanne.
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Runde 3

Die neuen statistischen Kennzahlen und evtl. Begriindungen fiir ,,extreme‘* Prognosen
werden den Teilnehmern zugestelit. Anschliefend prognostizieren die Experten zum
dritten Mal, und der Projektleiter wertet die Angaben statistisch aus. Der Median ist
der endgiiltige Prognosewert, die Quartilspanne wird als Streuung interpretiert.

Dieser Ablauf stellt das Grundschema dar, das sich selbstverstindlich auf weitere Run-
den (hoher Zeitaufwand!) ausdehnen lifit. Im Normalfall geniigen jedoch drei Runden,
um die gewiinschte Konvergenz der Meinungen zu erreichen.

3. Anwendungsbeispiel: Prognose der Verinderung des Aktienkursindex
des Statistischen Bundesamtes

Fiir eine empirische Anwendung der Delphi-Methode konnte der Verfasser Wertpapier-
experten von acht Hamburger Kreditinstituten gewinnen. Prognosegegenstand war die
prozentuale Verinderung des Aktienkursindex des Statistischen Bundesamtes zwischen
Dezember 1981 und Dezember 1982 (Prognosezeitraum = ein Jahr; Aktienkursindex
31.12.81 =99,8,31.12.82 = 107,1, Verianderung = 7,3).

Alle Regeln der Delphi-Methode, insbesondere die Anonymitit, wurden eingehalten.
Drei Prognoserunden fanden im Zeitraum Januar/April 1982 statt. Die Expertenschit-
zungen sowie die Ergebnisse der statistischen Auswertung jeder Runde werden im fol-
genden chronologisch wiedergegeben:

Als statistische Kennzahlen wurden errechnet:

Z := Median

Qu := unteres Quartil

Qo := oberes Quartil

Qm : = Quartilspanne =Q, — Oy
X := arithmetisches Mittel

s := Standardabweichung

R := Spannweite

In der 1. Runde schitzten die Experten folgende Werte x; (i=1, . . ., 8):

Prozentuale Anderung des Aktienkursindex (1. Runde)
X1 X2 X3 Xq Xs X6 X9 Xg
+5% +62% +8% +10% +11% +11,1% +14% +152%
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Daraus errechneten sich die
statistischen Kennzahlen fiir die Schitzwerte der 1. Runde

Z Qu Qo Qm X S R
10,5% 6,2% 14% 78% 10,06% 3,56% 10,2%

Als Gruppenurteil (Median Z) ergab sich ein prozentualer Anstieg des Aktienkursindex
von 10,5 %, was einem erwarteten Indexwert von 110,3 zum 31.12.82 entspricht.

In der 2. Runde waren Schiitzwerte auerhalb der Quartilspanne verbal zu begriinden.
Folgende Schitzwerte x; wurden abgegeben:

Prozentuale Anderung des Aktienkursindex (2. Runde)
X1 X2 X3 X4 X35 X6 X1 Xg
+6,2% +8% +10% +10% +11% +11,1% +15% +15,2%

Die iiber Q, = 14 % liegenden Schitzwerte wurden mit einem erwarteten sinkenden
Zinsniveau in den USA begriindet. Es wurde besonders hervorgehoben, dal die Deut-
sche Borse extrem empfindlich auf Zinsinderungen in den USA reagiere.

Aus den Angaben errechneten sich die folgenden

statistischen Kennzahlen fiir die Schéitzwerte der 2. Runde

Z Qu Qo Qm X s R
10,5% 8% 15% 7,0% 10,81% 3,10% 9%

Wihrend der Median Z im Vergleich zur 1. Runde mit 10,5 unverindert bleibt, signali-
siert das arithmetische Mittel X der 2. Runde mit 10,81 eine insgesamt optimistischere
Einschitzung der prozentualen Anderung des Aktienkursindex. Dariiber hinaus zeich-
net sich in den Werten der Quartilspanne Qp,, der Standardabweichung s sowie der
Spannweite R eine schwache Konvergenz der Meinungen ab.

In der abschlieBenden 3. Runde wurden folgende Werte x; von den Experten ge-
schitzt:

Prozentuale Anderung des Aktienkursindex (3. Runde)
X1 X2 X3 X4 X35 X6 X1 Xs
+7,7% +8% +10% +10% +11% +14% +152% +16,2%

Daraus errechneten sich als

statistische Kennzahlen fiir die Schdtzwerte der 3. Runde
Z Qu Qo Qm X s R
10,5% 8% 15,2% 72% 11,51%, 3,24% 8,2%
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Das Ergebnis der Delphi-Prognose zeigt, daB der Median wiihrend der drei Befragungs-
runden konstant bleibt, das arithmetische Mittel jedoch stetig ansteigt. Auch die bei-
den Quartile nehmen im Verlauf der Befragung héhere Werte an. Die Experten schiitz-
ten also die Aktienkursentwicklung Anfang April etwas optimistischer ein als Ende Ja-
nuar. Der Median ist allerdings nicht sensibel genug, um diese leichte Verinderung be-
reits anzuzeigen.

Eine Konvergenz der Expertenschitzungen — gemessen an der Quartilspanne bzw. der
Standardabweichung — ist nur von der ersten zur zweiten Runde festzustellen. In der
dritten Runde divergieren die Meinungen wieder etwas. Dies diirfte in erster Linie auf
Anderungen der gesamtwirtschaftlichen Daten (Unternehmensertrige, Zins- und Dol-
larkursentwicklung) zuriickzufiihren sein, die die Expertenmeinungen unterschiedlich
beeinfluflt haben.

Bemerkenswert ist die Tatsache, daB alle Experten einen Anstieg des Aktienkursni-
veaus bis zum Jahresende 1982 erwarten, iiber das Ausmaf jedoch recht unterschiedli-
cher Ansicht sind, was durch die Spannweite von immerhin 8,2 Prozentpunkten nach
der dritten Runde zum Ausdruck kommt.

4, Kritik des Verfahrens

Die wichtigsten Vorziige des Verfahrens seien hier noch einmal zusammengefaft (vgl.
Hansmann 1979, S. 232/233):

1. Durch die anonyme Befragung unterbleibt ein Gruppendruck.

2. Die abgegebenen Prognosen werden iiber mehrere Runden hinweg durch die Gruppe
kontrolliert (durch statistische Kenngrofien).

3. Die schriftlichen Begriindungen extremer Schitzungen liefern zusitzliche Informa-
tionen.

4. Die Informationsriickkoppelung begiinstigt die Konvergenz auseinanderstrebender
Expertenmeinungen.

Neben diesen unmittelbar einzusehenden Vorziigen hat die Delphi-Methode jedoch bis-
weilen nicht wiinschenswerte Effekte, die gerade durch diese Form der Befragung be-
giinstigt werden.

1. Durch die anonyme Befragung kann unter den Teilnehmern kein direkter Lernpro-
zefd stattfinden.

2. Das starre Befragungsschema laft fiir neue Entwicklungen wihrend der Befragung
nicht geniigend Raum.

3. Die Informationsriickkoppelung kann vorsichtige Schitzungen verstirken; die Teil-
nehmer weichen dem Begriindungszwang aus.

4. Die Delphi-Methode erfordert in der Regel einen hohen Zeitbedarf, der allerdings
von der Gruppengrofie abhingt. Die Delphi-Gruppe sollte aus statistischen Griinden
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mindestens acht Teilnehmer aufweisen. Schon bei dieser Gruppengrofie erfordert
die Prognose mehrere Monate. Fiir 20 Teilnehmer veranschlagt man ein halbes Jahr,
was fiir manche Prognosegegenstinde schon unvertretbar sein kann.

Die bisher vorliegenden empirischen Erfahrungen mit der Delphi-Methode beweisen
nicht generell ihre Uberlegenheit gegeniiber den normalen Gruppendiskussionen
(Brockhoff 1977, S. 82 f.), doch wird die Leistungsfiahigkeit des Verfahrens fiir mittel-
bis langfristige Prognosen grundsitzlich anerkannt.
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C. Prognosen auf der Grundlage der exponen-
tiellen Gléttung

Nach den heuristischen Prognoseverfahren wenden wir uns nunmehr den quantitativen,
auf der Analyse von Zeitreihen aufbauenden Prognoseverfahren zu und beginnen mit
dem einfachsten und in der Praxis weit verbreiteten Verfahren: der exponentiellen
Glattung (engl. exponential smoothing).

Die exponentielle Glattung wird iiberwiegend auf quantitative univariate kurzfristige
Prognosemodelle im Sinne unserer Klassifikation von Kapitel A.IL. (S. 12 ff.) angewen-
det. Die zukiinftigen Werte einer Zeitreihe {x,} werden also aus der Zeitreihe heraus
ohne Beachtung anderer (kausaler) EinfluBfaktoren prognostiziert. Dazu verwendet
man eine einzige, in den Zeitreihenwerten lineare Prognosegleichung.

Die Ableitung und inhaltliche Interpretation der Prognosegleichung geschieht am ein-
fachsten iiber das Verfahren der ,,Gleitenden Durchschnitte*, dessen wichtigste Eigen-
schaften kurz erdrtert werden sollen (vgl. hierzu Hansmann 1980 a, S. 17 ff.).

I. Gleitende Durchschnitte

Ziel dieses Verfahrens ist die Ausschaltung zufallsbedingter Unregelmifigkeiten im
Verlauf einer Zeitreihe. Um die systematischen Komponenten der Zeitreihe klarer her-
vortreten zu lassen, wird das arithmetische Mittel der n letzten Zeitreihenwerte gebil-
det und dadurch ein ,,Filtereffekt* hervorgerufen.

Bezeichnet man den Gegenwartszeitpunkt mit t, das arithmetische Mittel der Zeitreihe
zum Zeitpunkt t mit X und die Periodenlinge des gleitenden Durchschnitts mit n, so
ergibt sich folgende Definitionsgleichung:

Xe P Xpp X0t o+ Xe_(nop)

1) Xy =

n

Diese Gleichung liBt sich kiirzer schreiben, wenn man beachtet, dafl

Xt-1 ¥ X2t ...+ X4

) Xt-1 = o

gilt. (2) in (1) eingesetzt ergibt
3) X = Xpp ¥+

Der jeweils neueste gleitende Durchschnitt ergibt sich also aus dem vorhergehenden, in-
dem man den aktuellen Zeitreihenwert x,, gewichtet mit 1/n, hinzufiigt und den ilte-
sten Wert x;_ ,,, mit demselben Gewicht versehen, abzieht.

Unter der Voraussetzung, dafl die Zeitreihe keinen Trend aufweist und die Zeitstabili-
titshypothese (S. 11) gilt, kann der gleitende Durchschnitt X, als Prognosewert %41
der niichsten Periode verwendet werden.
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Bei dieser — einfachen — Prognose erhilt jeder Zeitreihenwert — unabhingig von seiner
Aktualitit — dasselbe Gewicht 1/n. Wir hatten in Kapitel A. jedoch darauf hingewie-
sen, daB die Zeitstabilititshypothese in der Realitit nur naherungsweise gilt. Die Struk-
tur von Zeitreihen dndert sich allmihlich im Zeitablauf. Will man dieser Verinderung
Rechnung tragen, so sollten die jiingeren Zeitreihenwerte ein stirkeres Gewicht erhal-
ten als die dlteren, weil sie die gegenwirtige Zeitreihenstruktur besser widerspiegeln.

Die expontielle Glittung ist ein Verfahren, das diese Uberlegungen in bestimmter Wei-
se operationalisiert.

II. Das konstante Modell der exponentiellen Glattung

1. Grundgedanken

Das Verfahren wurde 1959 von Brown entwickelt, indem er zwei Uberlegungen kombi-
nierte (Brown 1963):

— Das Gewicht der Zeitreihenwerte fiir die Prognose soll mit zunehmendem ,,Alter*
der Werte abnehmen.

— Der Prognosefehler der Gegenwart (e;) wird bei den folgenden Prognosen beriick-
sichtigt.

Aus diesen beiden Uberlegungen lifit sich das konstante Modell der exponentiellen
Glittung ableiten (vgl. Hansmann 1980 a, S. 18 ff.). -

Nach der zweiten Uberlegung lautet der Prognosewert fiir die nichste Periode (t + 1)
(4) Qt"'l = )/it + aey = )/Et + a(xt —Qt) (0<a<1)

wobei ; = x; — X; der Prognosefehler zum Gegenwartszeitpunkt t ist. Durch einfache
Umformulierung von (4) gewinnt man die Grundformel der exponentiellen Glittung

) Ree1 = ax¢ + (1 — )Ry 0<ax<l)

Man benétigt zur Ermittlung des Prognosewertes nur den vorhergehenden Prognose-
wert, den letzten Zeitreihenwert und den sog. Glittungsparameter o. Die Wahl von a
ist nach Gleichung (4) der Bruchteil des Prognosefehlers, der in die neue Prognose ein-
gehen soll. Welcher Bruchteil ist nun geeignet?

Diese Frage ist nicht leicht zu beantworten. Hiittner berichtet iiber gute Erfahrungen
mit a-Werten zwischen 0,1 und 0,3 (Hiittner 1982, S. 99). Weitere Moglichkeiten zur
Wahl von « werden wir in Abschnitt IV, S. 39 ff., kennenlernen.

Es bleibt noch zu zeigen, da Grundformel (5) auch die erste Uberlegung von Brown
umfaBlt, nimlich die Zeitreihenwerte mit abnehmenden Gewichten zu versehen.

Wir schreiben (5) fiir die Zeitpunkte (bzw. Perioden)t — 1 und t — 2
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(52) R = axey +(1 - @)%
(5b)  Ke1 = oxea +(1- )R,

und setzen nun (5a) in (5) ein

(6) Xes1 = axp +(1 - ) (ax¢-y +(1 — )%;_y)

Einsetzen von (5b) in (6) und Zusammenfassen ergibt

62)  Reey = axta(l —o)xeg +a(l - xep +(1—0) &y

Hier zeigt sich bereits die Struktur der Gewichtung der Zeitreihenwerte: Exponentielle
Abnahme mit zunehmendem Alter. Durch rekursives Einsetzen der Grundgleichung

G)furk, ;(G=0,1,..., t-1) bis zum Beginn der Zeitreihe ergibt sich die allgemeine
Form
. A _oote s
Q)] Xt¢1 = o T (1-a)'x; +(1-a)' %,
=0

in der a (1—a)! das Gewicht des Reihenwertes X¢_ i darstellt. Von dieser exponentiel-
len"Abnahme der Gewichte hat das Verfahren seinen Namen erhalten.

Bei groBem Zeitreihenumfang kann das Restglied (1—a) X, vernachlissigt werden, da
es gegen Null konvergiert. Schon 10 Reihenwerte ergeben mit a = 0,5 ein Restglied von
0,5'® &, . Der EinfluB von &, auf den Prognosewert ist demnach kleiner als 0,1% der
ersten Schitzung,

Wichst die Anzahl der Zeitreihenwerte iiber alle Grenzen, so strebt die Summe aller
Gewichte fir 0 < a <1 gegen Eins, eine ,,angenehme* Eigenschaft, die auch das Ver-
fahren der Gleitenden Durchschnitte aufweist:

oo

® lma T (1o =limlata(l-a)va(i-af +...] = _“_1_(?_0[) =

2. Die Zielfunktion des Verfahrens

Das oben abgeleitete konstante Modell der exponentiellen Glittung ist auf Zeitreihen
anwendbar, die keinem Trend und keinen Saisonschwankungen folgen. Um seine Ver-
wandtschaft mit statistischen Zeitreihenverfahren aufzuzeigen, wollen wir unter diesen
beiden Voraussetzungen die Zielfunktion des Verfahrens betrachten und beweisen, dafl
der nach (5) ermittelte Prognosewert %;.; die Summe der exponentiell gewogenen
quadratischen Abweichungen der Zeitreihenwerte vom Prognosewert minimiert.

Eine Zeitreihe ohne Trend und Saison kann als Konstante S aufgefait werden, die von
einer zufilligen Storvariablen u additiv iiberlagert wird. Die Stérvariable enthilt eine
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Vielzahl von unabhiingig wirkenden schwachen EinfluBfaktoren, die einzeln nicht er-
faRbar sind und sich im Mittel gegenseitig neutralisieren. Es gilt daher die Gleichung

® Xe-i = S+ U i=0,1,..., t-1)
und fir u,_;:
[ 0 ¢ K ; o2 firi=j
u ;] = un Uy © U] =
t-il e 0 fir i # j

E[uy_i] ist der Erwartungswert und a:‘: die Varianz der Storvariablen u .

N
Bei richtiger Schitzung von S fiir den Vergangenheitszeitraum kann der Schitzwert S
als Prognosewert X+, verwendet werden. Man sucht also das Minimum folgender Ziel-
funktion:

t-1 s t-1 .
(10) Z=az (-®-v’;=a32 (- (x4 j—S)* ~>min!
i=0 i=0

Nullsetzen der ersten Ableitung nach S ergibt

dZ t-1 i
(11) o 2 Z (1-0)' (x¢-i—S) = 0
i=0

L
Hieraus liBt sich, da die zweite Ableitung nach S positiv ausfillt, der Wert fiir S bestim-
men, der die Zielfunktion minimiert

t-1 .
a Z (1—0) x4
(12) §= =2

t-1 .
a z (1-o
i=0

Da der Nenner von (12) bei groflem Zeitreihenumfang gegen Eins strebt und in diesem
Fall auch das Restglied in Gleichung (7) vernachlissigt werden darf, stimmen die Glei-
chungen (7) und (12) fir geniigend lange Zeitreihen iiberein

t-1 .
(123) Qt“'l = g =a X (1—0{)1 Xt-1 = Otxt + (l—a) )’Et
i=0

Somit minimiert %;+, die Summe der exponentiell gewogenen Abweichungsquadrate
der Zeitreihenwerte vom Prognosewert.
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3. Die Bedeutung des Glittungsparameters o

a legt, wie wir gesehen haben, die Gewichte der einzelnen Zeitreihenwerte fest. Ein
grofler Wert fiir o gewichtet den letzten Zeitreihenwert x, gegeniiber den frilheren Wer-
ten sehr stark. Bei @ = 1 ist gemifl Prognosegleichung (12a) der Prognosewert Res1
gleich x; und die iibrige Vergangenheit wird ,,vergessen*. Ein hohes « ist also nur bei
einer erwarteten grundlegenden Anderung der Zeitreihe (sog. Strukturbruch) sinnvoll.

Ein geringer Wert fiir o gewichtet die Vergangenheit hoher als den letzten Zeitreihen-
wert, bei a = 0 wiirde er iiberhaupt nicht beriicksichtigt. Es empfiehlt sich daher ein
kleines @, wenn der letzte Zeitreihenwert als singulirer ,, Ausrutscher* angesehen wer-
den kann.

Diese Uberlegungen aeigen, daB es nicht méglich ist, ein optimales « ex ante festzule-
gen. Man erhilt bessere Prognosen, wenn a dynamisch verindert und an die Entwick-
lung der Zeitreihe angepaBt wird (vgl. Abschnitt IV., S. 39 ff.).

4. Anwendung des Modells auf den Verbrauch an Spirituosen in der BRD

Als Anwendungsbeispiel fir das konstante Modell wird der Pro-Kopf-Verbrauch von
Spirituosen (gemessen in Litern) in der Bundesrepublik Deutschland fiir den Zeitraum
1970 bis 1981 zugrunde gelegt und eine Prognose fiir das Jahr 1982 errechnet. Die
Zeitreihe 1it weder einen klaren Trend noch einen Saisonzyklus erkennen, so daf das
konstante Modell angebracht ist. Die Werte sind dem ifo- schnelldlenst (Heft 7/8, 35.
Jg., 1982, S. 6) entnommen.

Tabelle 3a
Periode t X¢ Periode t X¢
) 0]
1970 1 6,80 1976 7 8,40
1971 2 7,90 1977 8 6,80
1972 3 6,60 1978 9 7,90
1973 4 7,20 1979 10 7,90
1974 5 7,20 1980 11 8,00
1975 6 7,60 1981 12 7,70

Gesucht ist der Prognosewert X;9g,, als Gegenwartszeitraum t gilt das Jahr 1981. Fiir
a wiahlen wir den Wert 0,3. Damit das Verfahren initialisiert werden kann, bendtigen
wir nach Gleichung (§) bzw. (7) einen Schitzwert fiir das Jahr 1970 (X, ), den wir
(willkiirlich) gleich dem Beobachtungswert x, = 6,8 setzen.
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Mit den Prognosegleichungen (5) oder (7) kann nunmehr die Prognose erstellt werden.
(5) hat den Vorteil der Fortschreibung aller Schitzwerte und wird in EDV-Program-
men benutzt, (7) ist numerisch aufwendiger.

In der folgenden Tabelle sind die tatsichlichen Zeitreihenwerte, die fortgeschriebenen
Schitzwerte und die Schitzfehler wiedergegeben.

Tabelle 3b
t-i Xeoi Rei e i
1 6,80 6,80 0,00
2 7,90 6,80 1,10
3 6,60 7,13 --0,53
4 7,20 6,97 0,23
5 7,20 7,04 0,16
6 7,60 7,09 0,51
7 8,40 7,24 1,16
8 6,80 7,59 --0,79
9 7,90 7,35 0,55
10 7,90 7,52 0,38
11 8,00 7,63 0,37
12 7,70 7,74 -0,04
13 -~ 7,73 -
MAA (mittlere absolute Abweichung) . = 0,53
WMQA (Wurzel aus mittlerer quadrierter Abweichung) = 0,63
U (Theil’scher Ungleichheitskoeffizient) = 0,81

Der Prognosewert fiir das Jahr 1982 betrigt 7,73 1. Die willkiirliche Festsetzung von
{1 = 6,8 wirkt sich mit einem Gewicht von 0,7'* ~ 1,4 % = 0,11 auf die Prognose aus,
d. h. die Forderung ,,geniigend grofer Zeitreihenumfang* ist praktisch erfillt.

Bei der Errechnung der Fehlermafie wurden die Werte x, , %, und e, nicht beriicksich-
tigt, da sie der Initialisierung dienen. Der Beobachtungszeitraum weist damit T = 11
Werte auf. Die errechneten Gréfien sind auf zwei Stellen nach dem Komma gerundet.
Der Ungleichheitskoeffizient von Theil (U = 0,81) liBt erkennen, dafl das Verfahren
dem Beispiel angemessen ist und ein besseres Ergebnis als die ,,naive** Prognose erzielt.
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III. Das Trendmodell der exponentiellen Gléttung

1. Zielfunktion und Prognosegleichung

Das konstante Modell der exponentiellen Glittung versagt, wenn die Zeitreihe einen
Trend oder einen Saisonzyklus aufweist. Der Prognosewert hinkt infolge seiner Kon-
struktion als gewogener Durchschnitt aller vergangenen Zeitreihenwerte dem aktuellen
Trend hinterher, eine Eigenschaft, die zu schlechten Prognosen fihrt. Um das Prinzip
der exponentiellen Glittung auch fiir Zeitreihen mit Trend nutzbar zu machen (Saison-
zyklen werden im Kapitel D. behandelt), gehen wir davon aus, da8 die Zeitreihe in er-
ster Nihrung durch einen linearen Prozef3 dargestellt werden kann, der — wie im kon-
stanten Modell — von einer Storvariablen u additiv iiberlagert ist. Der Prozef8 wird
durch die beiden Parameter a (Grundwert) und b (Trendwert, d. h. Anderung des
Grundwertes pro Periode) charakterisiert und durch folgende Gleichung beschrieben:

(13) X = a—b-itu.; (i=01,...,t1)

Das Minuszeichen des Trendwertes wurde hier aus rein didaktischen Griinden gewihlt,
um das retrograde Vorgehen von der Gegenwart in die Vergangenheit anzudeuten.

Wie im konstanten Modell minimieren wir auch jetzt die Summe der exponentiell ge-
wogenen Abweichungsquadrate, um die Parameter a und b zu schitzen.

t-1 . t-1 -
(149 Z=aZ (1-0'v’,=a I (1-a) (xq;- a+bi)’ > min!
i=0 i=0

Zur einfacheren Schreibweise erhalten die Gewichte das Symbol g,_;
(15)  gi = a(l-o) (i=01,...,1t1)

Die beiden partiellen Ableitungen von Z nach a und b werden gleich Null gesetzt.

0Z t-1 .
(16a) 3 - 2% g (xq_j—atbi) =0
i=0
0Z t-1
(16b) 3 - 2 i§0 g i (X¢_j—a+bi)i =0

Daraus ergeben sich folgende Bestimmungsgleichungen fiir a und b*

1 In Ubereinstimmung mit der 8konometrischen Literatur werden in diesem Buch nicht nur die
Krogno/\sewerte sondern auch die mit dem Schitzverfahren geschiitzten Parameterwerte (hier:
a und b mit einem ,,A** versehen.
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t-1 o
(172) 4 2 ogi—b- X g 1= Z g X
i=0 i=0 i=0
A el oA tod t-1
(17b) & - T g -i-b- T gy i® =T g Xy o

i=0 i=0 i=0

Die Auswertung der in (17a) und (17b) vorkommenden Summen ist fiir lingere Zeitrei-
hen aufierordentlich mithsam. Der folgende Ansatz vereinfacht die Bestimmungsglei-
chungen fiir a und b, gilt jedoch nur fiir lange Zeitreihen, bei denen man unbedenklich
annehmen kann, daf der Zeitindex i von O bis o lduft. Der Ansatz ist ausfiihrlich in
(Hansmann 1980 b, S. 323-325) dargestellt.

Zunichst wissen wir aus Gleichung (8), da der Faktor von & in (17a) gleich Eins ge-
setzt werden kann, weil die unendliche geometrische Reihe mit 0 <a < 1 absolut kon-
vergiert.

Auch der Faktor von b in (172) konvergiert absolut

t-1 t-1 , l—a
(18) T gi-i=aZ (1-®) - -i=—
i=0 i=0 a

t-1 .
weil sich die Summe Su = ¢ ¥ (l1-a)' - i folgendermaien umformen lafit:
i=0

Su = a(l-a) + 2a(1-0)® +3a(l-a)® +...

(1-a)Su = a(1—a)* + 2a(1-&)® +3a(l-a)* +... a(1-a)
Su—(1-a)Su = a(l—a) + a(l-a)’+ a(l-a)® +...= .
Su = (1-)
a

Es bleibt noch die rechte Seite von (17a) zu betrachten.
Den Ausdruck

t-1

& Bt-i t Xt-i
i=0

. . . I\ .
haben wir im konstanten Modell mit S bezeichnet. Im Unterschied zu einem noch zu
entwickelnden Glittungsoperator fiigen wir den Index 1 an und zusitzlich den Zeit-
punkt t, an dem er berechnet wird.

A t-1 . A
19) Si=a T (1-a)'xe; = ax, +-(1-0)S;_,
i=0
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Sl wird Gléttungsoperator erster Ordnung genannt. Damit haben wir die Bestimmungs-
glelchung (17a) vereinfacht zu

A 1
(20) a-

Die vereinfachte Schreibweise der Bestimmungsgleichung (17b) ist etwas aufwendig
herzuleiten. Es sollen deshalb hier nur die Ergebnisse wiedergegeben werden. Die voll-
stindige Herleitung findet man in (Hansmann 1980 b, S. 324-325).

Der Faktor von b in (17b) vereinfacht sich zu

(21) til g i = gl:%}—__a)
i=0

Die rechte Seite von (17b) lift sich schreiben

t-1
(22) T g xeci=— -8

i=0
wobei §2t ein Glittungsoperator zweiter Ordnung mit folgender Definition ist:
(23) $2=a z (1-a)i 8!, = + (1-0) 82,
Damit kann man (17b) wie folgt schreiben

Q2
l—a , (1—0)(Q2—0) » St 4

— L — =— — 1
(24) — 4 = b=—-F5]

Aus (20) und (24) ergeben sich nun die Schitzwerte fiir die Parameter a und b

N
= 28! —

>

(25a)

o>
i

(25b)

Man bendtigt also zur numerlschen Auswertung nur den Glittungsparameter a und die
beiden Glittungsoperatoren Sl und Sf, die sich aus den Glelchungen (19) und (23) re-
kursiv errechnen lassen, wenn d1e Anfangswerte Sl und S2 bekannt sind.

Das Trendmodell ist daher in der Anwendung trotz der komplizierten Herleitung von
(25a) und (25b) nicht viel aufwendiger als das konstante Modell.
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Die Prognosegleichung des Trendmodells fiir m Perioden im voraus lautet also
(26)  Reem = 8¢ + b - m (m=1,2..)

Sie wird im folgenden Anwendungsbeispiel benutzt.

2. Die Prognose des Verbrauchs von Dieselkraftstoff in der BRD

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir die Zeitreihe des jihrlichen Dieselkraftstoffver-
brauchs in der Bundesrepublik Deutschland wihrend der Jahre 1960 bis 1980 (ent-
nommen aus: Verkehr in Zahlen 1981, S. 230—231). Die Daten sind in Tabelle 4 wie-
dergegeben und in Abbildung 1 zusammen mit den Prognosewerten graphisch darge-
stellt.

Tabelle 4

Verbrauch von Dieselkraftstoff in der BRD p.a. (in Mio-Tonnen)

Jahr t X¢

1960 1 3,160
1961 2 3,715
1962 3 3933
1963 4 4,116
1964 5 4,568
1965 6 4,800
1966 7 5,174
1967 8 5,050
1968 9 5,558

1969 10 5,750
1970 11 6,320
1971 12 6,532
1972 13 6,900
1973 14 7,330
1974 15 6,750
1975 16 7,060
1976 17 7,650
1977 18 8,350
1978 19 8,900
1979 20 9,650
1980 21 9,880
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Aus Abbildung 1 ist zu ersehen, dal der Verbrauch einen langfristig steigenden, anni-
hernd linearen Trend aufweist, so dal wir das Trendmodell der exponentiellen Glit-
tung anwenden koénnen.

[M107
15.004

13.50 4
12.004 g
10.50 4

2.00 4+

B0 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80 82 84 86

Abbildung 1
Verbrauch von Dieselkraftstoff in der BRD p.a. (Zeitreihenwerte und Prognosewerte)

Die durchgezogene Linie entspricht den wahren Zeitreihenwerten, die gestrichelte Li-
nie den Prognosewerten. Die Zeitreihe enthilt 21 Werte, die in Mio-Tonnen angegeben
sind. Als Glittungsparameter wird o = 0,5 gewihlt. Die Prognose soll fur ein Jahr im
voraus erstellt werden.

Zunichst sind die Anfangswerte So und ,\SO der Gldttungsoperatoren zu bestimmen.
Dazu setzt man X, — X; = bo und x; — by = 4,, weil man iiber keine alteren Daten
verfiigt. 8 und bo werden in (25a) und (25b) eingesetzt und daraus So und So be-
stimmt. Dabei ergeben sich folgende Werte:

PAY

= 2,605 b, = 0,555 S = 2,050 §2 = 1495

Da man die Zeitreihenwerte von 1960 (x;) und 1961 (x;) fiir die Initialisierung des
Verfahrens verwendet hat, erfolgt die erste richtige Prognose fiir 1962 (Periode t = 3).
Die Glittungsoperatoren werden gemif} (19) und (23) fortgeschrieben.
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S = 0,5-3,160 +0,5 - 2,050 = 2,605 4, = 3,160
§2 = 0,5-2,605+0,5-1,495 = 2,050 b, = 0,555
§1 = 0,5-3,715+0,5-2,605 = 3,160 4, = 3715
$2 = 0,5-3,160+0,5 2,050 = 2,605 b, = 0,555

Mit dem Grundwert 2, und dem Trendwert 62 — berechnet auf der Basis des Jahres
1961 — prognostiziert man mit (26) den Dieselkraftstoffverbrauch fiir 1962 (m = 1)

Reem = X3 = 3,715 + 0,555 = 4,27

d. h. 4,27 Mio-Tonnen. Der wahre Wert liegt hingegen bei 3,933 Mio. Tonnen, so dafl
ein Prognosefehler von 337.000 Tonnen zu registrieren ist.

Fiir die Prognose des Jahres 1963 (t = 4) wird der neuste Zeitreihenwert x5 = 3,933
verwendet. Die Glattungsoperatoren und Parameter erhalten folgende Werte:

[}
|

, = 40172
, = 04707

[}

3,5465
3,0758

0,5 - 39330 + 0,5 - 3,160

A
a
05 - 3,5465 + 0,5 - 2,605 b

> >
WD W
H
n
|

Die Prognosegleichung (26) liefert fiir 1963 den Prognosewert
X, = 4,0172 + 0,4707 = 4,4879

wihrend der tatsichliche Zeitreihenwert x4 = 4,116 betrigt.

In gleicher Weise lassen sich — jihrlich fortschreitend — die Prognosewerte fiir die Jah-
re 19641981 ermitteln. Sie sind in der folgenden Tabelle S zusammengestellt.

Ohne Beriicksichtigung des Anfangsjahres 1960 erhdlt man folgende Giitemafie der
Prognose:

MAA (mittlere absolute Abweichung) = 0,25
WMQA  (Wurzel aus mittlerer quadrierter Abweichung) = 0,34
1 §) (Theil’scher Ungleichheitskoeffizient) = 0,783

Sell eine Prognose flir mehrere Jahre im voraus erstellt werden, so wird das letzte Jahr
der Zeitreihe (1980) als Basis benutzt (t = 21) und fiir die Prognosewerte Gleichung
(26) mit m > 1 zugrunde gelegt. Man erhiilt damit eine lineare Fortschreibung der
Prognose (vgl. Abbildung 1).

Als Prognosewert fiir 1984 ergibt sich zum Beispiel
X21+4 = %25 = 9,9369 + 4 - 04937 = 11,91 Mio. Tonnen.

Da die Prognose ab 1980 nicht mehr an jihrliche Anderungen der Zeitreihe angepafit
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Tabelle 5

Jahr t Xt Re e a, b

1960 1 3,1600 — — 3,1600 0,5550
1961 2 3,7150 3,7150 0,0000 3,7150 0,5550
1962 3 3,9330 4,270 -0,3370 4,0173 0,4708
1963 4 4,1160 4,4880 -0,3720 4,2090 0,3778
1964 5 4,5680 45867 —0,0187 4,5727 0,3731
1965 6 4,8000 4,9457 —0,1457 48364 0,3366
1966 7 5,1740 5,1731 0,0009 5,1738 0,3369
1967 8 5,0500 5,5106 —0,4606 5,1652 0,2217
1968 9 5,5580 5,3869 0,1711 5,5152 0,2645
1969 10 5,7500 5,7797 —0,0297 5,7574 0,2571
1970 11 6,3200 6,0145 0,3055 6,2436 0,3334
1971 12 6,5320 6,5771 -0,0451 6,5433 0,3222
1972 13 6,9000 6,8654 0,0346 6,8914 0,3308
1973 14 7,3300 17,2222 0,1078 7,3030 0,3578
1974 15 6,7500 7,6608 —0,9108 69777 0,1301
1975 16 7,0600 7,1078 —0,0478 7,0719 0,1181
1976 17 7,6500 7,1901 0,4599 7,5350 0,2331
1977 18 8,3500 7,7681 0,5819 8,2045 0,3786
1978 19 8,9000 8,5831 0,3169 8,8208 0,4578
1979 20 9,6500 9,2786 0,3714 9,5571 0,5507
1980 21 9,8800 10,1078 —0,2278 9,9369 0,4937
1981 22 — 10,4310 — — —

werden kann, nimmt die Genauigkeit mit zunehmendem Prognosehorizont ab. Fiir
langfristige Voraussagen sind daher andere Verfahren, die in Kapitel F., S. 104 ff., be-
schrieben werden, anzuwenden.

IV. Die dynamische Anpassung des Glattungs-

parameters o
Wir hatten auf S. 31 erkannt, daf ein konstanter Wert fiir « den Anforderungen einer
sich verindernden Zeitreihenstruktur nicht gerecht wird. Selbst wenn wir « so bestim-

men, da die Summe der quadrierten Ex-post-Prognosefehler wihrend des Beobach-
tungszeitraums minimiert wird?

t-1 t-1
Qn Z-= _>:0 el = .>:0 (Xeoj — @ X¢ojoq — (1—0) X¢_i_;)* = min!
1= 1=

2 (27) stelit den Ansatz fiir das konstante Modell dar.
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indem wir Z nach « ableiten und das Minimum iterativ errechnen, muf dieser Wert
fir die Zukunft nicht der beste sein. Es empfiehlt sich daher, a Jahr fir Jahr neu an
die Entwicklung anzupassen. Zwei dynamische Ansitze sollen im folgenden betrach-
tet werden.

1. Die Methoden von Chow und Smith

Das einfachste Verfahren zur Anpassung von a wurde von Chow (1965, S. 314 ff.) vor-
geschlagen. Danach wird jede Prognose mit drei verschiedenen Werten von a durch-
gefiihrt, z. B. a; = 0,1 a; = 0,15 a3 = 0,2. Stellt sich am Ende des Prognosezeitraums
heraus, daf mit a; = 0,1 das genaueste Prognoseergebnis erzielt wurde, so wird der a-
Katalog nach unten verschoben und die niichste Prognose mit «; = 0,05 a; = 0,1
az = 0,15 erstellt. Wire hingegen a3z = 0,2 der beste Wert gewesen, so wiirde mit a;,
=0,15 a; = 0,2 und a3 = 0,25 weiter prognostiziert. @ wird also immer in der Rich-
tung angepaBt, die die beste Prognose geliefert hat.

In praktischen Untersuchungen hat sich nun gezeigt, dal « sehr oszillieren kann und
die Ausschlige der Prognosewerte nicht gut gedimpft werden. Das Verfahren kann
daher nur als ein erster Ansatz zur dynamischen Anpassung von « angesehen werden.

Im folgenden wird das Verfahren von Smith (1974, S. 421 ff.) néher erldutert, mit
dem der Verfasser — in einer eigenen Programmversion — bei verschiedenartigen An-
wendungsbeispielen die besten Erfahrungen gemacht hat. Das Verfahren baut auf einer
Arbeit von Trigg und Leach (1967, S. 53 ff.) auf.

Smith benutzt zur Anpassung von a zwei Grofien

t-1

—  den mittleren Prognosefehler MA,; =% Z e
i=0
. 1t}

— den mittleren absoluten MAA; = 1 Z leqil
i=0

Prognosefehler

allerdings exponentiell gewichtet, da beide Prognosefehler mit exponentieller Glit-
tung fortgeschrieben werden:

@7)  MA, = Be +(1-B)MA_, 0<B<1)
(28)  MAA, = Ble + (1-6) MAA,_, (0<B<1)

Der Glittungsparameter a; zum Zeitpunkt t ergibt sich als Quotient dieser Prognose-
fehler

29 _ MA
( ) ap = MAA,
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Diese Definition von oy beruht auf folgender Uberlegung:

Falls die Prognosefehler nur auf Zufallseinfliissen beruhen, gilt E[e;_;] = 0 und MA;
wird nahe bei Null liegen, weil sich die Zufallseinfliisse kompensieren. Das Prognose-
modell ist also richtig und braucht nicht durch den jiingsten Zeitreihenwert korrigiert
zu werden. Ein kieiner Wert fiir o ist angemessen und wird durch (29) auch gewihrlei-
stet.

Falls [MA|=MAA, gilt, so bedeutet dies, da} alle Prognosen iiber den tatsichlichen
Zeitreihenwerten oder alle darunter liegen. Das bisherige Prognosemodell ist also falsch
und der jiingste Zeitreihenwert die beste Prognose fiir die Zukunft. o, sollte in diesem
Extremfall gleich Eins sein, was durch Gleichung (29) auch erreicht wird.

Die Realitit wird zwischen diesen beiden Extremfillen liegen, so da o zwischen Null
und Eins variiert. Dadurch vereinigt die Definition (29) zwei Vorziige:

a) a; wird in jeder Periode neu bestimmt als Funktion der geglitteten Prognosefehler
b) Die Variation von a; vollzieht sichin den oben beschriebenen Grenzen (0 < a; < 1).

Bei grofleren zufallsbedingten Schwankungen der Zeitreihe schwankt o, ebenfalls
stark, was zu einem instabilen Prognosesystem fithren kann. Um dies zu verhindern,
wird das mit (29) errechnete o, von Smith exponentiell geglittet.

(B0) & = ya + (1-7) @&y (0<y<1)

@, geht in die Prognosegleichung ein. Der Rechenaufwand wird durch die dynamische
Anpassung von & nur unwesentlich erhoht, lediglich vier Werte (MA;, MAA;, Bund 7)
sind zusitzlich zu speichern. Geeignete Werte fiir § und 7 sind problemabhingig und
miissen aufgrund von numerischen Erfahrungen gewonnen werden. Darauf ist beim An-
wendungsbeispiel noch niher einzugehen.

In der Regel zeichnet sich das Verfahren von Smith durch recht gute Dimpfungseigen-
schaften aus und ist dem einfachen Verfahren der exponentiellen Gldttung iiberlegen.
Um einen Vergleich zu ermoglichen, wollen wir es nun an unserem vorigen Anwen-
dungsbeispiel testen.

2. Die Prognose des Dieselkraftstoffverbrauchs mit dynamischer
Anpassung von o

Die Daten der Zeitreihe sind Tabelle 4 zu entnehmen. Fiir @, wihlen wir den Wert
0,59 und die anderen Startwerte werden wie folgt besetzt:

MA; =0 MAA, =02 =05 v=01

Das Ergebnis der Prognose mit a-Anpassung ist in Tabelle 6 zusammengestellt.
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Tabelle 6

Jahr | t Xt Ry e a, be @,

1960 | 1 | 3,1600 - - 3,1600 | 0,5550 0,59
1961 | 2| 3,7150 | 3,7150 | 0,0000 | 3,6920 | 0,4670 0,53
1962 | 3| 3,9330 | 4,1590 | —0,2260 | 3,9616 | 0,3331 0,54
1963 | 4 | 4,1160 | 4,2946 | —0,1786 | 4,1581 | 0,2967 0,57
1964 | 5 | 455680 | 4,4548 0,1132 | 4,5547 | 0,3607 0,53
1965 | 6 | 4,8000 | 49154 0,1154 | 4,8121 | 0,2844 0,53
1966 | 7 | 5,1740 | 5,0964 0,0776 | 5,1562 | 0,3045 0,48
1967 | 8 | 5,0500 | 5,4607 | -0,4107 | 5,1471 | 0,1698 0,51
1968 | 9 | 55580 | 53169 02411 | 5,5056 | 0,2491 0,47
1969 | 10 | 57500 | 5,7547 | —0,0047 | 5,7401 | 0,2171 0,43

1970 { 11 | 6,3200 5,9572 0,3628 | 6,1896 0,2559 0,46
1971 | 12 | 6,5320 6,4455 0,0865 | 6,5174 0,3030 0,50

1972 | 13 | 6,9000 6,8204 0,0796 | 6,8917 0,3581 0,53
1973 | 14 | 7,3300 7,2498 0,0802 | 7,3255 0,4234 0,57
1974 | 15 | 6,7500 7,7488 | —0,9988 | 6,9456 0,1447 0,60
1975 | 16 | 7,0600 7,0903 | —0,0303 | 7,0674 0,1439 0,62
1976 | 17 | 17,6500 7,2114 0,4386 | 7,5892 0,3223 0,59
1977 | 18 | 8,3500 79115 0,4385 | 8,2673 0,4441 0,59
1978 | 19 | 8,9000 8,7114 0,1886 | 8,8715 0,5207 0,61
1979 | 20 | 9,6500 9,3922 0,2578 | 9,6174 0,6429 0,64
1980 | 21 | 9,8800 |10,2603 | —0,3803 | 9,9396 0,5335 0,60
1981 | 22 - 10,4731 — — — -
MAA (mittlere absolute Abweichung) = 0,235
WMQA (Wurzel aus mittlerer quadrierter Abweichung) = 0,326
U (Theil’scher Ungleichheitskoeffizient) = 0,736

Man erkennt, dafl alle drei Giitemafie gegeniiber der Prognose mit konstantem a leicht
verbessert sind. Eine weitere Steigerung der Genauigkeit durch die dynamische Anpas-
sung von o war nicht moglich. Das mag daran liegen, dafl schon die einfache exponen-
tielle Glattung bei dieser Zeitreihe sehr gute Prognoseergebnisse lieferte, die nur schwer
zu iibertreffen sind (vgl. hierzu die Abbildungen 1 und 2). Bei anderen Zeitreihen ist
die Verbesserung deutlicher ausgefallen (vgl. das Beispiel in Hansmann 1980 b, S. 380).

Es soll an dieser Stelle nochmals betont werden, dal die Prognoseergebnisse natiirlich
sehr stark von der ,,geschickten Wahl der Parameter $ und y abhiingen, was betrichtli-
che numerische Erfahrungen voraussetzt.
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Abbildung 2
Prognose des Dieselkraftstoffverbrauchs mit a-Anpassung

V. Erweiterung der exponentiellen Glattung
1. Exponentielle Glittung hoherer Ordnung

Neben dem konstanten Modell und dem linearen Trendmodell sind weitere Modelle
mit Polynomen héherer Ordnung (z. B. ein quadratischer Trend) denkbar.

Brown und Meyer (1961, S. 673 ff.) haben in ihrem Fundamentaltheorem gezeigt, daf
die n + 1 Koeffizienten eines Polynoms n—ter Ordnung

(31)  Reem = 8 + &m + 2,m? + ...+ a4 m"
As
durch eine Linearkombination von n + 1 Glittungsoperatoren S} G=1,2,...,n+1)

erster bis (n + 1)-ter Ordnung bestimmt werden kénnen, wobei gilt
G2 8 =a8 + (-8, G=23,...,0+1)

In der Praxis werden Prognosen mit der exponentiellen Glittung zweiter oder hoherer
Ordnung jedoch kaum angewandt, weil

— der Rechenaufwand mit hoherer Ordnung exponentiell zunimmt,
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— die okonomische Interpretation der Koeffizienten nicht mehr méglich bzw. unplau-
sibel ist,

— die Prognoseergebnisse nicht oder nur unwesentlich verbessert werden.

Aus diesen Griinden und wegen des mathematischen Aufwands sei auf eine eingehende
Darstellung verzichtet (vgl. dazu Hiittner 1982, S. 107).

2. Mehr-Parameter-Modelle

Das Prognosesystem der exponentiellen Glittung wird in seiner Reagibilitit nur von «
gesteuert. Mehrere Autoren halten dies fiir unzureichend und versprechen sich eine gro-
Bere Flexibilitit durch die Einfiihrung weiterer Parameter. Holt (1960) hat ein Zwei-
Parameter-Modell entwickelt, das sich leicht auf drei Parameter erweitern 1dB8t. Die
Prognosegleichung lautet

t-1

(33) Reep = Xe + aey + Bley —e_) tY T e
i=0

mit 0<a<1 und >0, v=0

In diesem Modell wird neben dem Prognosefehler e; auch seine zeitliche Anderung und
der kumulierte Prognosefehler beriicksichtigt. Das konstante Modell von Brown ist als
Spezialfall in (33) enthalten, wenn man 8 =y = 0 setzt.

Uber die Wahl der drei Glattungsparameter liegen bisher wenige Ergebnisse vor. Nume-
rische Erfahrungen des Verfassers zeigen keine entscheidende Verbesserung gegeniiber
der einfachen exponentiellen Glittung mit a-Anpassung.

Wegen weiterer Informationen und Anwendungsbeispiele sei auf die Arbeit von Scheer
(Scheer 1980, insbesondere S. 109 ff.) verwiesen.

VI. Kritische Zusammenfassung

Thesenartig sollen hier noch einmal die herausgearbeiteten Vorziige und Unzulinglich-
keiten der exponentiellen Glittung zusammengefait werden.

Folgende Vorteile sind festzuhalten:

— Das Verfahren ist leicht programmierbar, da nur elementare Rechenoperationen zur
Bestimmung des Prognosewertes ausgefiihrt werden miissen.

— Der Speicherbedarf ist niedrig; man braucht nicht alle vergangenen Zeitreiher}\werte,
§\ondem nur den aktuellen Zeitreihenwert, die aktuellen Glattungsoperatoren S} und
S? sowie a zu speichern.
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— Das Prognosesystem wird durch einen einzigen Parameter (@), der sich selbst einer
verinderten Zeitreihenstruktur anpassen kann, gesteuert und ist damit willkiirlichen
Eingriffen weitgehend entzogen.

- Die Verfahrensschritte sind leicht durchschaubar und plausibel, so dafl die Progno-
seergebnisse und ihre Begriindung auch Nicht-Experten verstindlich gemacht wer-
den konnen.

Diese Vorziige haben zu der auBergewdhnlich weiten Verbreitung der exponentiellen
Glittung in der Unternehmenspraxis gefiihrt, insbesondere in der Absatz- und Material-
bedarfsprognose der Industrieunternehmen.

Demgegeniiber diirfen jedoch bestimmte Unzulinglichkeiten des Verfahrens nicht uner-
wihnt bleiben:

— Das Verfahren beriicksichtigt keine kausalen Einfluifaktoren auf die Zeitreihe, son-
dern nur die ,,Zeit“. Eine Zeitreihe nur aus sich selbst heraus zu prognostizieren, ist
aber vom theoretischen Standpunkt aus etwas problematisch, so daf das Verfahren
nur bei mangelnder Kenntnis von quantifizierbaren EinfluBfaktoren gerechtfertigt
erscheint.

— Es kann als unbefriedigend empfunden werden, dafl der Glattungsparameter « nicht
objektiv bestimmt werden kann, sondern mehr oder weniger dem ,,Fingerspitzenge-
fiihl* anheimgestellt bleibt. An dieser Problematik kann auch die dynamische An-
passung von o nur graduell etwas dndern, da das Ergebnis vom gewihiten Anfangs-
wert &, und den Parametern 8 und 7 abhingt, die ihrerseits bestimmt werden mis-
sen. In Kapitel E. werden wir einen anderen Ansatz fir dieses Problem kennenler-
nen.

— Der Haupteinwand gegen die exponentielle Glittung bezieht sich jedoch auf die
Zielfunktion, die vorschreibt, die Summe der exponentiell gewogenen quadrati-
schen Schitzfehler zu minimieren.

Sind diese Schitzfehler reine Zufallsschwankungen, so eriibrigt sich eine Gewich-
tung, da die Zufallseinwirkungen in jeder Periode die gleiche Verteilung aufweisen.
Werden sie jedoch auch von systematischen Faktoren beeinflufit, dann ist das Mo-
dell falsch spezifiziert und man miiite zur Regressionsanalyse (Kapitel G.) iiberge-
hen.

Dieser Einwand ist jedoch nur bei strenger Geltung der Zeitstabilitdtshypothese be-
rechtigt. In der Praxis muf man aber immer mit Strukturverinderungen der Zeitrei-
he rechnen, und dann kann es durchaus sinnvoll sein, die aktuelle Struktur stirker
zu gewichten als die frithere Entwicklung.

Die exponentielle Gewichtung der Schitzfehler ist in dieser Hinsicht ein — relativ
grober — Mechanismus, der dies bewerkstelligt und das Prognosesystem stindig ak-
tualisiert.
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D. Prognosen bei saisonbehafteten Zeitreihen

I. Uberblick

Mit den bisher dargestellten Methoden kénnen wir stationire und trendbehaftete Zeit-
reihen analysieren. Besonders bei industriellen Absatzreihen treten jedoch hiufig zykli-
sche Schwankungen auf, deren Linge sich bestimmten Kalenderzeitrdumen zuordnen
1aBt (Kalenderjahr, Quartal, Monat, Woche).

Schwankungen mit der Linge eines Jahres treten z. B. bei Bier, nicht alkoholischen Er-
frischungsgetrinken, Speiseeis, Heiz6l, Benzin, Publikumszeitschriften, Sonnenschutz-
mittel, Spielwaren und allen Produkten auf, die ein besonderes Weihnachtsgeschift ha-
ben.

Beispiele fir Monatszyklen sind Bankiiberweisungen oder der Bargeldumlauf in der
Wirtschaft.

Zeitreihen mit solchen zyklischen Schwankungen heiflen saisonbehaftete Zeitreihen.
Thre Analyse und Prognose erfordert besondere Prognoseverfahren, die sog. Saisonver-
fahren.

Man kann die in der Literatur beschriebenen Verfahren grob in zwei Klassen einteilen:
1. Saisonbereinigung auf der Grundlage gleitender Durchschnitte
2. Abbildung der Saisonkomponente durch Sinus- bzw. Kosinus-Funktionen.

Zu der ersten Gruppe gehoren vor allem das urspriingliche Bundesbankverfahren (Deut-
sche Bundesbank 1961; Brockhoff 1977, S. 99), die Census-Methode II (Shiskin/Eisen-
press 1957), sowie das Verfahren von Winters (1960).

Ausgangspunkt ist die Bildung eines gleitenden Durchschnitts mit der Liange eines voll-
stindigen Saisonzyklus; bei monatlich erhobenen Daten und einer jihrlichen Saison
werden also 12 Werte im gleitenden Durchschnitt erfadt. Anschliefend wird ein mo-
natlicher Saisonindex als Quotient aus dem Zeitreihenwert dieses Monats und dem glei-
tenden Durchschnitt ermittelt.

Die Verfahren unterscheiden sich dann nur noch durch die unterschiedliche iterative
Verbesserung der Saisonindizes. Stellvertretend fur diese Gruppe wird im nichsten Ab-
schnitt das Verfahren von Winters niher erliutert.

Zu der zweiten Gruppe gehoren das Berliner Verfahren (Nullau et al. 1969), das Ver-
fahren von Harrison (1965) und — mit etwas anderer Zielrichtung — die Spektralanaly-
se. Die Verfahren dieser Gruppe zeichnen sich durch einen hohen mathematischen
Schwierigkeitsgrad (Fourier-Analyse) und grofen numerischen Aufwand aus, ohne in
ihren Ergebnissen signifikant besser zu sein als die einfacheren Verfahren des gleiten-
den Durchschnitts. Lewandowski (1974, S. 111 ff.) und Schliger (in: Mertens 1981, S.
75 ff.) berichten z. B. von einem wesentlich hoheren Rechenaufwand des Verfahrens
von Harrison gegeniiber dem von Winters mit nur leicht verbesserten Prognoseergebnis-
sen. Diese Erfahrungen sind vom Verfasser, der fiir beide Verfahren entsprechende
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Software entwickelt und an einer Univac 1100-Anlage implementiert hat, voll bestitigt
worden. In einem konkreten Anwendungsfall (Absatzprognose von Publikumszeit-
schriften) war Harrison Winters sogar unterlegen (Hansmann 1980 c, S. 235).

Leistungsfihiger erscheint aus dieser Gruppe die Spektralanalyse, die im Abschnitt III.
dieses Kapitels besprochen wird (vgl. S. 53 ff.).

II. Das Saisonverfahren von Winters

Das Verfahren von Winters zeichnet sich neben seiner mathematischen Einfachheit
durch enge Verwandtschaft mit der exponentiellen Glittung aus. Es kann als eine Wei-
terentwicklung der exponentiellen Glittung fiir Saisonreihen angesehen werden und
baut direkt auf den im vorigen Kapitel gewonnenen Erkenntnissen auf.

1. Die exponentielle Glittung als Basis der Parameterschétzung

Ausgangspunkt des Verfahrens von Winters ist das lineare Trendmodell der exponen-
tiellen Glittung (vgl. S. 33)

(26)  Xesm = & + by - m (m=1,2..)

Das Trendmodell wird nun mit einer Saisonkomponente multiplikativ verkniipft, die
die Uberlagerung des Trends durch die Saison beschreibt:

(G4 Rem = G + b - m) - 8 (m=1,2,...)

/s\lj ist der Saisonfaktor zum Zeitpunkt1=1t — L + m mod L mit der Nummer
j=(t+m)mod L

Hierbei ist t der Prognosezeitpunkt (Gegenwart), L die Linge des Saisonzyklus und (m
mod L) der Rest, der nach Division von m durch L bleibt.

Da die Symbolik etwas verwirrend aussieht, sei sie noch durch ein Beispiel erldutert:
Gegenwart £ Januar 1982 m £ 3 Monate L £ 12 Monate
Die Zeitreihe beginnt im Januar 1980 mit t = 1, so daf} der Januar 1982 t = 25 ist. Ge-
sucht ist der Saisonfaktor fiir April 1982.

1=25-12+3 mod 12 =16

j=(25+3)mod 12 = 4
Der Index 1 zihlt also linear vom Beginn der Zeitreihe, wihrend j zyklisch (1 bis 12)
numeriert. Da der April der 4. Monat eines Jahres ist und der April 1981 der 16. Mo-
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nat seit Beginn der Zeitreihe, verwendet man als Saisonfaktor fiir April 1982:
A TAY
S16,4 = SApril 1981

Die Saisonfaktoren hinken also immer einen vollen Saisonzyklus hinter dem Prognose-
zeitraum her. Warum dies so sein muff, wird nach Ableitung der Parametergleichungen
deutlich werden.

Der Grundwert 3, wird von Winters durch exponentielle Glattung nach folgender For-
mel fortgeschrieben: (0 <a < 1)

(35) & = By + by + a[A_‘Xt—‘— = (g, + gt-1)]

St-L, tmodL
Auch hier wird wieder die alte Schitzung (a,_; + gt_l) um den Bruchteil & des Pro-
gnosefehlers korrigiert, wobei der aktuelle Zeitreihenwert x, saisonbereinigt werden
muf}, um ihn mit Grund- und Trendwert vergleichen zu kénnen. Da der ,,neuve** Saison-
faktor noch nicht berechnet worden ist, wird der um L Perioden (einen Zyklus) zu-
riickliegende Saisonfaktor @t_L, tmodL genommen,

Der Trendwert /Bt wird wie folgt fortgeschrieben: (0 <8< 1)
N Ay I
(36) by = bey + B(A; — 8y —byy)

Der Prognosefehler miiSte hier durch die Differenz von ,,wahrem* Trend und geschitz-
tem Trend ausgedriickt werden. Da es aber fiir den wahren Trend keinen Beobach-
tungswert gibt, nimmt Winters den neusten, durch die Grundwerte 2, und 2,_, ge-
schitzten Trendwert und glittet ihn exponentiell. Gleichung (35) wird nun zur Bestim-
mung des aktuellen Saisonfaktors herangezogen.

2. Die Berechnung des Saisonfaktors

Winters aktualisiert den Saisonfaktor durch exponentielle Glattung gemifl der Formel
Y A Xt A
(B7) s =SLy ty (ﬁ\_ = SiL) O0<y<D
t

Die Anpassung erfolgt dabei iiber den Quotienten x./4;, wobei man beachten sollte,
daf 4, gemif Gleichung (35) mit einem um L Perioden zuriickliegenden Saisonfaktor
aktualisiert wurde. Hierin liegt das Dilemma des Winters-Verfahrens: Man miifite ei-
gentlich 2, mit dem Quotienten x, //§tj berechnen, hat aber 's\tj nach Gleichung (37) erst
zur Verfugung, wenn 2, berechnet worden ist.

Als Ausweg nimmt Winters in Gleichung (35)! statt 's\tj den letzten verfiigbaren Saison-
faktor /s‘t*L,j, was einen ungiinstigen EinfluB auf die Prognosegiite des Verfahrens ha-

1 Firm=0giltj=tmodL (vgl. S. 47).
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ben kann (vgl. Harrison 1965, S. 102 ff.), da sich die Zeitreihenstruktur wihrend die-
ser L Perioden verindert haben konnte.

Bevor wir diese Kritik vertiefen, soll jedoch zunichst ein Anwendungsbeispiel mit dem
Verfahren von Winters durchgerechnet werden.

3. Die Prognose der monatlichen Ubernachtungen im Reiseverkehr

Zur Erliuterung des Verfahrens von Winters soll eine Zeitreihe mit ausgeprigter Sai-
sonstruktur gewihlt werden. Es handelt sich um die Anzahl der monatlichen Uber-
nachtungen im Reiseverkehr in der BRD fiir den Zeitraum Januar 1977 bis Dezember
1980? (n = 48 Zeitreihenwerte). Tabelle 7 enthilt die Daten, deren ausgepragte Saison-
struktur aus Abbildung 3 deutlich hervorgeht.

Der Saisonzyklus betrigt L = 12 Monate. Zur Initialisierung des Verfahrens benotigen
wir Startwerte fiir die Parameter a und b und fiir 12 Saisonfaktoren. Man erhilt die 12
Start-Saisonfaktoren am einfachsten durch Division der monatlichen Zeitreihenwerte
durch den Jahresdurchschnitt des ersten Jahres (1977), kann aber auch andere Werte
zugrunde legen.

Numerische Erfahrungen am Lehrstuhl des Verfassers haben ergeben, daf8 folgende
Werte fiir die Glittungsparameter bei dieser Zeitreihe am besten geeignet sind:

a = 0,01 g =01 v=108
Wir zeigen nun beispielhaft die Berechnung der Parameterwerte fiir den letzten Monat
der Zeitreihe (Dezember 1980; t = 48). Mit Hilfe des Computerprogramms haben wir
zur Verfiigung:

47 = 9,9942 ba7 = 0,0054 . und 3360 = 1,0848.

Nach Gleichung (35) ergibt sich

%4 = (9,9942 +0,0054) + 0,01 [
10,0048

11,
Tosas ~ (99942 +0,0054)]

Der Trendwert folgt aus Gleichung (36) zu

348 = 0,0054 + 0,1 (10,0048 —9,9942 — 0,0054) = 0,0059

2 Quelle: Wirtschaft und Statistik, Hefte 12/1977, 12/1978, 12/1979, 12/1980.
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Schlielich liefert Gleichung (37) den neuen Saisonfaktor

11,41
10,0048

8480 = 1,0848 +0,8 ( - 1,0848) = 1,1293

In gleicher Weise lassen sich die entsprechenden Werte fiir die anderen Monate bestim-
men.

Die Prognose fiir den Januar 1981 lift sich mit Gleichung (34) durchfiihren, wobei fol-
gendes gilt:

m=1 1=48—-12+1mod12 =37 j=(48+1)modl12 =1
glj = §37,1 = 1,1265

Tabelle 7

Monatliche Ubernachtungen im Reiseverkehr (in Millionen)

Monat t Xt Monat t X¢

Jan. 1977 1 9,61 Jan. 1979 25 10,85
Feb. 1977 2 10,00 Feb. 1979 26 10,56
Mirz 1977 3 12,56 Mirz 1979 27 1297
Apr. 1977 4 15,11 Apr. 1979 28 16,87
Mai 1977 5 19,86 Mai 1979 29 20,90
Juni 1977 6 27,38 Juni 1979 30 27,73
Juli 1977 7 38,66 Juli 1979 31 3841
Aug. 1977 8 36,80 Aug. 1979 32 37,35
Sep. 1977 9 25,75 Sep. 1979 33 27,00

Okt. 1977 10 17,26 Okt. 1979 34 19,60
Nov. 1977 11 9,23 Nov. 1979 35 10,64
Dez. 1977 12 9,50 Dez. 1979 36 10,87
Jan. 1978 13 10,58 Jan. 1980 37 11,27
Feb. 1978 14 10,79 Feb. 1980 38 11,82
Mirz 1978 15 15,49 Mirz 1980 39 14,35
Apr. 1978 16 13,61 Apr. 1980 40 16,69
Mai 1978 17 21,25 Mai 1980 41 22,64
Juni 1978 18 25,77 Juni 1980 42 28,27
Juli 1978 19 38,04 Juli 1980 43 37,55
Aug. 1978 20 38,48 Aug. 1980 44 36,70
Sep. 1978 21 26,45 Sep. 1980 45 28,43
Okt. 1978 22 17,84 Okt. 1980 46 20,06
Nov. 1978 23 9,92 Nov. 1980 47 10,75
Dez. 1978 24 10,45 Dez. 1980 48 11,41
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Als Prognosewert ergibt sich
XJanuar 1981 = X490 = (10,0048 +0,0059 - 1)- 1,1265 = 11,2771

In Abbildung 3 sind die Ex-ante-Prognosewerte bis einschlieBlich Juni 1981 (m = 6)
eingezeichnet. Tabelle 8 fait die Ex-post-Prognoseergebnisse fiir das Jahr 1980 (als
Ausschnitt) zusammen.

Bezogen auf den Gesamtzeitraum von 1977 bis 1980 weisen die Giitemafle der Ex-
post-Prognose folgende Werte auf:

MAA = 08 [Mio.] WMQA = 1,08 [Mio.] U =017

Insbesondere der Theil’sche Ungleichheitskoeffizient U zeigt, dal die Prognose dieser
Zeitreihe mit dem Verfahren von Winters sehr gut ist. Ein dhnlicher Eindruck in bezug
auf die Ubereinstimmung von effektiven und prognostizierten Werten 14t sich auch
aus Abbildung 3 gewinnen.
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Abbildung 3: Monatliche Ubernachtungen im Reiseverkehr [Mio]
— Zeitreihenwerte und Prognosewerte (gestrichelt) —
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Tabelle 8

Ex-post-Prognose der Anzahl Ubernachtungen im Reiseverkehr fiir das Jahr 1980
(in Mio)

Monat t X Ry e 8

Jan. 1980 37 11,27 10,79 0,48 1,1265
Feb. 1980 38 11,82 10,62 1,20 1,1660
Mirz 1980 39 14,35 13,44 091 1,4251
Apr. 1980 40 16,69 16,38 0,31 1,6714
Mai 1980 41 22,64 21,07 1,57 2,2417
Juni 1980 42 28,27 27,62 0,65 2,8234
Juli 1980 43 37,55 38,68 -1,13 3,7894
Aug. 1980 44 36,70 37,84 -1,14 3,7037
Sep. 1980 45 28,43 27,12 1,31 2,8226
Okt. 1980 46 20,06 19,41 0,65 1,9954
Nov. 1980 47 10,75 10,57 0,18 1,0719
Dez. 1980 48 11,41 10,86 0,55 1,1293

4. Kritische Zusammenfassung

Das Verfahren von Winters zeichnet sich durch folgende Vorziige aus:

— Durch die enge Verwandtschaft mit der exponentiellen Glittung sind nur elementa-
re Rechenoperationen auszufiihren, die leicht programmierbar sind.

— Das Verfahren benétigt wenig Rechenzeit und hat nur einen geringen Speicherbe-
darf, da nur der letzte Beobachtungswert x;, die L Saisonfaktoren, Trend- und
Grundwert sowie die Glattungsparameter «, 8, v zu speichern sind.

— Drei verschiedene Gldttungsparameter verleihen dem Verfahren eine erhebliche Fle-
xibilitdt und die Moglichkeit, sich an Anderungen von Trend und Saison differen-
ziert anzupassen. ’

Folgende Gesichtspunkte kénnen sich demgegeniiber nachteilig bemerkbar machen:

— Bei der Bestimmung der Glittungsparameter ist man hiufig auf ,,trial und error* an-
gewiesen. Der Einfluf dieser Werte (in ihrer Gesamtheit) auf den Prognosefehler
kann kaum simultan abgeschitzt werden. Erfahrungen iiber dynamische Anpassun-
gen der Parameter sind dem Verfasser nicht bekannt geworden.

— Die Prognose wird mit einem Saisonfaktor erstellt, der L Perioden, d. h. einen gan-
zen Zyklus, vorher errechnet worden ist. Dieser Mangel an Aktualitit kann auf-
grund des Prognosesystems nicht behoben werden. Er beeinfluBt sicherlich die Prog-
nosegiite, dafl er aber ,,zum Zusammenbruch des ganzen Systems* (Schiiger in Mer-
tens 1981, S. 62) fithren kann, konnte der Verfasser bei seinen Anwendungsbeispie-
len nicht beobachten.
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— Die multiplikative Verkniipfung des Saisonfaktors ist fiir 6konomische Zeitreihen,
insbesondere mit Trend, sicherlich am giinstigsten. Es mag aber Zeitreihen geben,
die mit additiver Verkniipfung besser zu behandeln sind. Hierzu miiite das Winters-
Modell umgearbeitet werden.

Trotz dieser Kritikpunkte erfreut sich das Winters-Verfahren in der Praxis und bei An-
bietern von EDV-Programmen grofer Beliebtheit.

Wir wollen nun einen anderen Losungsansatz des Saisonproblems kennenlernen, der ei-
ne etwas veranderte Blickrichtung in bezug auf Zeitreihenzyklen mit sich bringen wird,
nimlich die Spektralanalyse.

ITII. Anwendung der Spektralanalyse

Es kann nicht Aufgabe dieses Lehrbuchs sein, eine detaillierte Einfiihrung in die statis-
tischen Grundlagen der Spektralanalyse zu geben. Andererseits ist diese Theorie ein lei-
stungsfihiges Instrument zur Analyse von Zeitreihen, insbesondere zur Aufdeckung
mehrerer sich gegenseitig iiberlagernder Saisonzyklen (Hansmann 1980 c, S. 236 ff.).

Mit folgendem Kompromifl soll dieses Problem angegangen werden: Nur die fiir das
Verstindnis unabdingbar notwendigen Begriffe werden — moglichst elementar - einge-
fiihrt und der Schwerpunkt der Erorterungen auf die Anwendungen gelegt. Vertiefte
Kenntnisse lassen sich durch die Lektiire der Monographien (Leiner 1978, Konig/Wol-
ters 1972) gewinnen.

1. Stationire stochastische Prozesse

Fin stochastischer ProzeB kann grob als ein statistischer Vorgang angesehen werden,
der sich nach den Gesetzen der Wahrscheinlichkeit zeitlich vollzieht (Box/Jenkins
1976, S. 24).

Nach einer etwas formaleren — jedoch gehaltvolleren — Definition ist ein stochasti-
scher Proze eine Familie von Zufallsvariablen

{(X(t,w) teT,wef2}

die auf der Menge £ der Elementarereignisse und auf der Indexmenge T, die z. B. als
Menge von Zeitpunkten interpretiert werden kann, definiert ist.

Fiir einen festen Zeitpunkt t ergibt sich die einfache Zufallsvariable X(w |t), fiir festes
w bekommen wir eine Funktion der Zeit X(t|w), vereinfacht geschrieben X(t), die
man als Realisation {x,} des stochastischen Prozesses auffassen kann.

Wir kénnen nunmehr unseren schon bekannten Begriff der Zeitreihe mit diesen neuen
Begriffen in Verbindung setzen:

Eine Zeitreihe ist eine Realisation eines stochastischen Prozesses.
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Die Anwendung der Spektralanalyse ist nur bei solchen stochastischen Prozessen zu
empfehlen, deren gemeinsame Verteilungsfunktion im Zeitablauf unverindert bleibt.
Man nennt solche Prozesse streng stationdr.

Verteilungsfunktionen sind jedoch oft schwierig zu bestimmen, so daf zur Charakteri-
sierung der Stationaritit gewohnlich die beiden ersten Momente der Verteilungsfunk-
tion herangezogen werden.

Wir bezeichnen einen stochastischen Proze als schwach stationdr, wenn folgende Be-
dingungen erfiillt sind:

a) Der Erwartungswert des Prozesses dndert sich nicht im Zeitablauf und ist endlich
E[X(t)]=p <ee

b) Die Varianz des Prozesses ist zeitunabhingig und endlich
VIX(®)] = R(0) <e

¢) Die Autokovarianzfunktion des Prozesses ist endlich und nur von der zeitlichen Dif-
ferenz 7 abhiingig

Cov[X(t), X(t + 7)] = R(7) <e=

Im folgenden werden wir uns bei der Anwendung der Spektralanalyse mit der schwa-
chen Stationaritit des zugrunde liegenden stochastischen Prozesses begniigen.

2. Ermittlung von Korrelogramm und Spektrum

Einen stationiren stochastischen Prozef3 kann man mit Hilfe seiner Autokovarianz-
Junktion

B[ (X(t) — ) (X(t + 7) — ) ] = Cov[X(t), X(t + 7)] = R(7)
oder nach Berechnung der Autokorrelationskoeffizienten durch sein Korrelogramm

Cov[X(t), X(t+7)] _R(7) _
VIX(®)] O

beschreiben. Abbildung 4 zeigt die Autokovarianzfunktion der monatlichen Verinde-
rungen des Aktienkursindex vom Stat. Bundesamt (Reihe 2, Nr. 17) von 1974 bis
1981, die niherungsweise wihrend des betrachteten Zeitraums als Realisation eines
stationdren stochastischen Prozesses aufgefafdit werden konnen.
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Abbildung 4: Autokovarianzfunktion der monatlichen Verinderungen des Aktien-
kursindex

Hohe (absolute) Autokorrelationskoeffizienten bei einem bestimmten Wert von 7 zei-
gen an, daB der ProzeB an Zeitpunkten, die 7 Zeiteinheiten voneinander entfernt lie-
gen, ihnliches Verhalten aufweist. 7 kann daher u. U. die Linge eines Saisonzyklus
sein. In Abbildung 4 identifizieren wir z. B. einen 11-Monats-Zyklus, falls die Schit-
zung R,; signifikant ist. Dieser Zyklus wird uns im néchsten Kapitel noch beschifti-
gen.

Im allgemeinen 148t sich ein ausgeprigter Saisonzyklus mit Hilfe der Autokovarianz-
funktion identifizieren. Treten jedoch bei einem Prozef mehrere sich gegenseitig iiber-
lappende Saisonzyklen auf, so ist eine Identifizierung der einzelnen Zyklen meistens
nicht mehr moglich, da die Autokovarianzen Beitrige von allen Zyklen enthalten.

Hier setzt nun die Spektralanalyse ein. Durch Transformation des Korrelogramms vom
Zeitbereich in den Frequenzbereich ist es moglich, mehrere Zyklen zu isolieren und ih-
re Periodenlingen zu bestimmen. Diese sog. Fourier-Transformation geht folgenderma-
Ben vonstatten (vgl. Kénig/Wolters 1972, S. 38 ff.):

Die Autokovarianzfunktion R(7) kann als Stieltjes-Integral geschrieben werden (Wold
1954)

(33%) R = }T e - () dA

-
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Hier bedeuten A die Kreisfrequenz, d. h. die auf dem Einheitskreis wihrend einer Pe-
riode zuriickgelegte Strecke, f(X) das Spektrum und i die imaginire Einheit.

Gleichung (38) lif3t sich mit Hilfe der Eulerschen Gleichung umformen in

(39) R(7) = }r cosAt - f(A)dA + i }T sinAt - f(A)dA
-7 -

und weiter, da R eine reellwertige und gerade Funktion ist, in
i

(40) R(7) = 2 f cosAr - f(A)dA
o

Dies ist die erste Grundgleichung der Spektralanalyse fir die Berechnung der Autoko-
varianzen aus dem gegebenen Spektrum. Umgekehrt ermittelt man aus R(7) das Spek-
trum, indem man Gleichung (38) iiber eine Fourierreihe in

@ fM =3 T RE@eN <A<

= -

umformt. Dafiir kann geschrieben werden

[RO) + £ R() (eI +eM)]

7=1

@) 1) =5

Hieraus ergibt sich nach Anwendung der Eulerschen Gleichung die zweite Grundglei-
chung der Spektralanalyse

43) Q) = %[R(O) +2 % R() - cosir] (O<A<m)
T=1

Damit ist der Ubergang vom Zeitbereich in den Frequenzbereich vollzogen. Obwohl
hierdurch keine zusitzlichen Informationen gewonnen werden, macht Gleichung (40)
den Vorteil der Spektraldarstellung deutlich. Setzt man dort 7 = 0, so ergibt sich die
Varianz des stochastischen Prozesses V[X(t)] = R(0) zu

n
44 R@O) =2 f f(A)dr
o]
2f(A)dA gibt also den Anteil der Varianz wieder, der im Frequenzband zwischen A und

A + dA liegt. Die Teilvarianzen addieren sich nach (44) zur Gesamtvarianz, sind also un-
abhingig voneinander darstellbar. Dadurch lassen sich Frequenzen mit hohem Varianz-
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anteil identifizieren, die Saisonzyklen zugeordnet werden kénnen. Die Linge eines Sai-
sonzyklus L ergibt sich aus der Beziehung

@) L=

Auch mehrere sich iiberlappende Saisonzyklen konnen so durch die Unabhingigkeit
ihrer Varianzanteile im Frequenzbereich isoliert werden.

Die Abbildung 5 zeigt das geschitzte Spektrum der monatlichen Verinderungen des
Aktienkursindex und ist somit das Pendant zur Abbildung 4.
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Abbildung 5: Spektrum der monatlichen Verinderungen des Aktienkursindex

Die Fliche unter der Kurve des Spektrums stellt nach Gleichung (44) die Gesamtvari-
anz dar. Ein groBBer Teil dieser Varianz befindet sich im Frequenzband 0,4 <A <0,7.
Setzt man als Mittelwert A = 0,55 in Gleichung (45) ein, so ergibt sich eine Zykluslinge
L von 11,4 Monaten. Dieser Zyklus wurde auch im Korrelogramm gefunden.

Ein zweiter Zyklus kann bei A = 1,75 vermutet werden. Seine Linge betrigt 3,6 Mona-
te. In der Autokovarianzfunktion hebt sich dieser Zyklus jedoch nicht aus dem Ge-
samtbild heraus.
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3. Die Lag-Fenster

Bisher wurde nicht der Frage nachgegangen, wie das Spektrum einer konkret vorliegen-
den Zeitreihe eigentlich geschiitzt wird. Wir kennen ja in der Wirklichkeit nicht den
stochastischen Prozef, sondern haben nur eine Realisation — in Form der Zeitreihe
fx¢} — vorliegen.

Zunichst schitzt man die Autovarianzen des stochastischen Prozesses aus der Zeit-
reihe mit Hilfe folgender konsistenter Schitzfunktion, wobei X das arithmetische Mit-
tel der Zeitreihe ist

T-7 _
L (x¢—%) (Xt+7 —X) 7=0,1,...,T—1
=1

46) R =

=

Werden die ﬁ(r) in Gleichung (43) eingesetzt, wobei man beachten muf, daff die Sum-
mation infolge der endlichen Zeitreihe nur bis T—1 durchgefiihrt werden kann, so lafit
sich zeigen, daf die Schitzfunktion ?()\) nicht konsistent ist (Konig/Wolters 1972,
S. 59/60).

Wir 9\rhalten eine konsistente Schitzfunktion, indem wir nur m < T—1 Autokovarian-
zen R(7) schitzen und sie anschlieBend mit bestimmten Gewichten wp, (7) versehen:

@n  fo = %[ﬁm)n T w, () R(r) cosAr]  (0<A<)

7=1

Es gibt in der Literatur verschiedene Ansitze zur Bestimmung der Gewichte w, (1) —
auch als ,,Lag-Fenster* bezeichnet —, die hier nicht wiedergegeben werden konnen
(vgl. Leiner 1978, S. 38 ff.; Konig/Wolters 1972, S. 60 ff.).

Fiir alle in diesem Buch geschitzten Spektren wird die folgende Gewichtungsfunktion
von (Parzen 1961, S. 167 ff.) verwendet, mit der der Verfasser die besten numerischen
Erfahrungen gemacht hat:

7 T . m
1-~6mz (1 m) fir T<2
(48)  wp(n) = .
_ Iy ~ M<r<
2Q1 m) fur > ST<m

Es bleibt noch die Festlegung eines geeigneten Wertes fiir m. Eine Faustformel besagt,
da® m nicht gréfer als T/3 sein sollte. Da dies nur ein sehr grober Anhaltspunkt ist,
sollte man mit verschiedenen Werten von m das Spektrum schidtzen und die Unter-
schiede im Verlauf der Spektren untersuchen. Auf diese Weise kann man den Wert von
m finden, der die wesentlichen Einzelheiten des Spektrum klar hervortreten 1aft.

58



4. Spektralanalyse der Auflage einer Publikumszeitschrift

Als Anwendungsbeispiel der Spektralanalyse soll die Entwicklung der verkauften Auf-
lage einer deutschen Publikumszeitschrift im Zeitraum von 1978 bis 1981 betrachtet
werden. Um eine stationidre Zeitreihe zu erhalten, eliminieren wir den Trend der Zeit-
reihe durch Bildung der ersten Differenzen (x; — x;_;) firt = 2 ... T und erhalten

folgendes Bild:

1
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24.00 4 ﬁ
16.00 -

8.00 - l
-0.004 \

~-8.20+ !

-16.25

l
|

~32.06

il
=y ‘,.

=40 . 00 v T

78

TITTIIIITTIITITY

6 2126865

79

1

Abbildung 6: Erste Differenzen der Auflage einer Publikumszeitschrift

Die Einzelheiten des Spektrums treten am deutlichsten hervor, wenn man m = 36 Au-
tokovarianzen schitzt, die in Abbildung 7 wiedergegeben sind.
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Abbildung 7: Autokovarianzfunktion einer Publikumszeitschrift
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Mit der Gewichtsfunktion von Parzen erhilt man aus Gleichung (47) das geschitzte

Spektrum /f\()\) dieser Zeitreihe, wie Abbildung 8 zeigt.
o
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" Aubildung 8: Spektrum der Auflage einer Publikumszeitschrift
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Abbildung 8 ldfit erkennen, daf an vier Stellen grofle Varianzanteile konzentriert sind.
Infolge der Unsicherheit der Schitzung konnen die zugehorigen Frequenzen natiirlich
nur angenidhert angegeben werden. Sie liegen etwa bei A, = 0,5, A, =1,5,A; =2 und
As = 2,6. Mit Gleichung (45) errechnet man die Periodenlinge der zugehorigen Zyklen
Zu

P, =12 bis 13  Perioden
P,~ 4 Perioden
Py= 3 Perioden
P, =~ 2bis 3 Perioden

Der erste Zyklus stellt eindeutig den Saisonzyklus dieser Zeitschrift dar, der auch in
der Autokovarianzfunktion gefunden wurde. Die kurzen Zyklen zwischen 2 und 4 Pe-
rioden werden von der unterschiedlichen Attraktion der Titelseite (Text, Bild und Auf-
machung) dieser Zeitschrift verursacht, die ja ein grobes Spiegelbild des Inhalts der
Zeitschrift ist, und das Kaufverhalten der Konsumenten erheblich beeinflufit. Offen-
sichtlich gelingt es der Redaktion nur in Abstinden von 3 bis 4 Erscheinungszeitpunk-
ten, iberdurchschnittliches Interesse an der Zeitschrift zu wecken.

Die Spektralanalyse vermag zwar nur Zyklen ,,aufzudecken und keine Einflufifakto-
ren, doch fiihrt hiufig die inhaltliche Analyse eines gefundenen Zyklus auf die Spur ei-
nes periodisch wirkenden Einflufifaktors, den man anschlieend in ein multiples Re-
gressionsmodell aufnehmen kann. Ein Beispiel fiir eine solche fruchtbare Kombination
von Spektral- und Regressionsanalyse ist in (Hansmann 1980c, S. 231 ff.) beschrieben.

5. Kritische Zusammenfassung

Die Spektralanalyse ermoglicht die Identifizierung von verschiedenen, sich gegenseitig
iiberlappenden Saisonzyklen, sowie die Bestimmung der Zykluslingen. Mit diesen In-
formationen kann man die Saisonverliufe in der Form von geeigneten Sinus- bzw.
Konsinusfunktionen darstellen und bei Geltung der Zeitstabilitidtshypothese zur Pro-
gnose kiinftiger Zeitreihenwerte verwenden.

Die Anwendung der Spektralanalyse ist jedoch nicht unproblematisch. Folgende Ge-
sichtspunkte sind dabei besonders hervorzuheben:

— Die konkret vorliegende Zeitreihe muf als Realisation eines stationdren stochasti-
schen Prozesses aufgefafit werden konnen.

— Der Zeitreihenumfang muf} geniigend groff sein (méglichst mehr als 100 Zeitreihen-
werte).

— Die Struktur der Zeitreihe, insbesondere die Zykluslinge, darf sich im Zeitablauf
nicht verindern.
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_ Die Schitzung des Spektrums ist nicht einfach (hoher mathematischer Aufwand,
Wahl der geeigneten Gewichtungsfunktion, Bestimmung des maximalen Lags m, Si-
gnifikanzpriifung).

Ist eine der ersten drei Bedingungen nicht erfiillt, sollte die Spektralanalyse méglichst
nicht angewendet werden. Aufgrund dieser eingeschrinkten Verwendungsmoglichkeit
ist die Spektralanalyse kein ,.eigentliches” Prognoseverfahren, sondern ein Hilfsinstru-
ment zur Aufdeckung von Saisonzyklen, deren Kenntnis bei einem darauf aufbauen-
den Prognoseverfahren, z. B. der Regressionsanalyse (Kapitel G.), ausgenutzt werden
kann (Hansmann 1980c).
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E. Prognosen mit autoregressiven Methoden

I. Grundgedanken der Zeitreihenanalyse

Es war das Ziel der exponentiellen Glittung, den zukiinftigen Verlauf einer Zeitreihe
aus ihren Vergangenheitswerten zu prognostizieren, wie sich aus Gleichung (7) erken-
nen lifdt.

t-1 ,
@) Ree1 = @ 2 (1-0)' x + (1),

i=

Die Gewichtung der Zeitreihenwerte x;_; erfolgte jedoch nach einem starren Schema:
o1-a)', das auf die Eigenart einer konkreten Zeitreihe nicht abgestimmt werden
konnte.

In diesem Kapitel werden wir Verfahren kennenlernen, die die Gewichte der Vergan-
genheitswerte individuell fiir jede Zeitreihe zu optimieren versuchen. Sie werden iib-
licherweise unter dem Begriff ,Moderne Zeitreihenanalyseverfahren* (time series ana-
lysis methods) zusammengefafit und sind — nach Vorarbeiten von Yule (1926), Walker
(1931), Slutzky (1937), Wold (1954), Quenouille (1957) und Hannan (1960) — we-
sentlich von Box/Jenkins (1976) und Makridakis/Wheelwright (1978a) zur Konstruk-
tion von Prognosesystemen weiterentwickelt worden.

Diese Verfahren stehen auf wesentlich héherem mathematischen Niveau und sind so
aufgebaut, dafl sie z. B. die exponentielle Glittung als Spezialfall enthalten (vgl. S. 70).
Zur Zeit diirften sie die flexibelsten und numerisch anspruchvollsten Verfahren der
univariaten Prognosemodelle sein.

Bevor das Box-Jenkins-Verfahren und das ,,adaptive Filtern* von Makridakis/Wheel-
wright néher erldutert werden, ist zunichst eine kurze Einfiihrung in die gemeinsamen
Grundgedanken angebracht.

Ausgangspunkt der Uberlegungen sind wie im vorigen Kapitel die stationdgren stochasti-
schen Prozesse, wobei schon hier darauf hingewiesen sei, da§ spiter auch nicht-statio-
nire Prozesse behandelt werden. Nach einer Idee von Yule (1927) wird unterstellt, dafd
ein stationirer stochastischer Proze8 von einer Stérvariablen erzeugt wird, deren Reali-
sationen ug, Uy 1, u¢_ 5 . . . in bestimmter Weise gefiltert werden.

Die Storvariable u besitze — wie auf S. 30 dargelegt — den Erwartungswert Null, die
Varianz 02 und sei iiber die Zeit unkorreliert. Eine Stérvariable mit diesen Eigenschaf-
ten wird im technischen Bereich als ,,weifles Rauschen* bezeichnet.

Aus dem weifien Rauschen wird nun durch Anwendung eines linearen Filters die kon-
krete Zeitreihe als Realisation des zugrunde liegenden stochastischen Prozesses heraus-
gefiltert.
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Weies Rauschen Linearer Zeitreihe

Fi
U, ilter X,

Als Filter verwenden Yule (1927) und Box-Jenkins (1976) die gewichtete Summe der
Storvariablen-Realisationen ug, u;_; . . ., so daf sich folgende Darstellung ergibt:

49) xg=wmtuctajue; tauytazuzt. ..

u ist hier der Mittelwert des stationdren Prozesses und a,, a,, . . . sind die (zu schitzen-
den) Gewichte der Storvariablen u. Damit der Prozef stationar ist, muf8 die Anzahl der
Glieder endlich sein oder die Reihe bei unendlicher Anzahl konvergieren.

Den weiten Anwendungsbereich des Prozesses (49) erkennt man leicht, wenn man die
Reihe fiir t—1, t—2 aufschreibt

(492)  x¢—1

(49b) x¢_p = M tu_o taju_3tauqtaust...

ptu g tau_otau 3 tazu 4t ...

sukzessive nach u;_ ;, U;_, aufldst und in (49) einsetzt

(50) x¢ = (1—a;—a; +af) u+ug + arxe +(a;—a} )X¢-2
+(—a,(a;—a}) —aja + a3)up;
+(—a,(a;—a]) —aja;+ a3)Ueq
+(—as(a;—al) —ajas+as)ues

Schon nach diesen beiden Umformungen ist zu erkennen, da x; auch durch eine ge-
wichtete Summe von x;_; und x,_ , ausgedriickt werden kann. Fiihrt man diesen Pro-
zef fir t—2, t—3, . . . aus, ergibt sich die Gleichung

(51)  x¢ = M + byxey + byxeog + baxez ..ty
wobei zur Abkiirzunga, =b;, a; — af =b, und(1-a;—a, + af) u =y’ gesetzt wurde.

by, by ... sind Abkiirzungen fiir die komplizierteren Ausdriicke, die sich als Koeffi-
zienten von X;_ 3, X¢—4 . - - nach den Umformungen ergeben.

Die Gleichungen (49) und (51) sind die Grundlagen des Box-Jenkins-Verfahrens und
aller dhnlichen Methoden der modernen Zeitreihenanalyse. Sie besagen, daf eine kon-
krete Zeitreihe als Realisation eines stationiren stochastischen Prozesses ausgedriickt
werden kann durch die gewogene Summe der

1. Realisation einer zufallsbestimmten Storvariablen oder der

2. Vergangenheitswerte der Zeitreihe.
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Um die Konstanten u bzw. u’ zu sparen, werden hiufig die Zeitreihenwerte als Abwei-
chungen von ihrem Mittelwert ausgedriickt, so daf$ man in (49) und (51) u# und u
gleich Null setzen kann.

Im folgenden sind zwei grundlegende Probleme zu 16sen:

1. Wieviele Glieder der Gleichungen (49) bzw. (51) sollen zur Anpassung des Modells
an eine gegebene Zeitreihe beriicksichtigt werden?

2. Wie konnen geeignete Gewichte a;, a; ... und by, b, . .. gefunden werden?

Diese Fragen werden in den nichsten beiden Abschnitten beantwortet.

II. Das Box-Jenkins-Verfahren (ARIMA-Modelle)
1. Autoregressive Prozesse (AR-Modelle)

Zur Definition der AR-Modelle ist es zweckmifig, von Gleichung (51) auszugehen, wo-
bei im folgenden stets vorausgesetzt sei, dal u = u’ = 0 gilt, d. h. die Zeitreihenwerte
als Abweichungen vom Mittelwert ausgedriickt werden.

Falls die ersten p Gewichte in (51) ungleich Null und alle iibrigen gleich Null sind, spre-
chen Box/Jenkins (1976, S. 51) von einem autoregressiven Prozef p-ter Ordnung oder
kurz von einem AR(p)-Modell zum Gegenwartszeitpunkt t

(52) xt=b1xt_1 +b2Xt_2 +...+bpxt_p +Ut

Der Name autoregressiv wurde gewihlt, weil (52) einer Regressionsgleichung ihnlich
ist, mit der Eigenschaft, dal die Variablen der rechten Seite die zeitverschobenen Wer-
te der abhidngigen Variablen selbst enthalten.

Zur Beantwortung der Frage, ob eine konkret vorliegende Zeitreihe einen autoregressi-
ven ProzeB bestimmten Grades widerspiegelt, analysieren Box/Jenkins zunichst die
Autokorrelationsfunktion r. (r = 1,2 ...), wobei 7 der time-lag ist. Man erhilt sie auf
folgende Weise: (52) wird mit x;_, multipliziert

(53)  Xp—rXe =Dy Xe_gXeo g tDaXe_sXe_a .. DpXe o X ptXe_ o Uy

Durch Bildung des Erwartungswertes E[x,_,x.] ergibt sich die Autokovarianz R, und
nach Division durch die Varianz R¢ der Autokorrelationskoeffizient r,

(54) I; =byrr 1 tbarr ot bprr +E[x¢_;uc]/R,

Der letzte Summand verschwindet, weil x;_, gemi (49) nur von den Stérvariablen
Ut_ 7, Ut ;1. .. beeinfluBt wird, die mit u, unkorreliert sind.
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Es kann nun bewiesen werden (Box/Jenkins 1976, S. 55), daB die Autokorrelations-
funktion bei AR-Modellen mit zunehmendem time-lag 7 entweder exponentiell abfillt
oder eine gedimpfte Sinusschwingung vollzieht.

Wir wollen diesen Sachverhalt am Beispiel des AR(1) Modells veranschaulichen. Ein au-
toregressiver Prozef erster Ordnung liB8t sich gemif (52) darstellen als

(SS) X¢ = blxt—l +ut ("‘ 1 <bl < 1)

wobei die Beschrinkung fiir b; aus der Stationaritit folgt. Die Autokorrelationsfunk-
tion ergibt sich aus (54) zu

(56) ,=byr,_ unddar, =1

(57) 1 =b] (r=20;-1<b, <1)

1, ist also eine geometrische Folge, die fiir b; >0 exponentiell und monoton gegen Null
und fiir b, <0 in der Form einer gedidmpften Sinusschwingung gegen Null strebt. In der
folgenden Abbildung 9 sind die Verlaufe fir b; =0,9 und b, = —0,9 dargestellt.

Mit der Autokorrelationsfunktion kann man nun entscheiden, ob eine gegebene Zeit-
reihe einem AR-Prozef entspricht. Sie sollte einen dhnlichen Verlauf aufweisen wie
Abbildung 9 zeigt.

Hat man in einer Zeitreihe einen AR-Prozef erkannt, ist als nichstes die Ordnung des
Prozesses zu bestimmen. Dazu stellen Box/Jenkins (1976) folgende Uberlegung an:

Ist der ProzeB tatsichlich von der Ordnung p, dann muf} in Gleichung (52) der letzte
Koeffizient b, der ungleich Null ist, b, sein, da by+y, bp+2 .. . ex definitione gleich
Null sind.

Man fingt zweckmifBigerweise bei p = 1 an und priift, ob in der Gleichung
(583) xt=blxt~1 +ut

b, * Null ausfillt. Wenn nein, ist der Prozef null-ter Ordnung, im anderen Fall muf}
nun gepriift werden, ob b, der letzte Koeffizient ungleich Null ist. Das geschieht mit
Hilfe der Gleichung

(58b)  x¢=byxi_y +baxy_o tuy

b, = 0 wiirde hier auf einen Prozef erster Ordnung hinweisen. Falls b, # 0, muff die
Priifung fortgesetzt werden mit

(58c)  x¢=byx¢_1 +baxe_2 tbaxe_3+tu
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Abbildung 9

Autokorrelationsfunktion von (57) mit b, =0,9 und b, =~09

Dieses Verfahren ist fortzusetzen bis der letzte Koeffizient + O gefunden wurde. Er be-
stimmt die Ordnung des Prozesses.

Das oben beschriebene Vorgehen ist numerisch aufwendig und langwierig, so da man
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vorteilhafter von Gleichung (54) ausgeht. Fiir 7 = 1 ... p erhilt man die sog. Yule-
Walker-Gleichungen (Yule 1926, Walker 1931)

n = bl + b2l'1 + b3l'2 + ...+ bprp—l

I, = blfl + b2 + b3l'1 + ...+ bprp_2
(59)

Ip = byrpy  + barpy + barpz L4 b,

Hier ist zu beachten, da r, = 1 gilt und infolge der Symmetrie des time-lags r_; =
1; angenommen werden kann. Dieses lineare Gleichungssystem lat sich fiir beliebiges p
16sen und ergibt die gesuchten Werte der Koeffizienten by, b, ... by, fiir die Bestim-
mung der Ordnung des AR-Prozesses.

Setzt man zunichst p = 1, ergibt sich sofort Bl =r,. Bei p = 2 erhilt man Bz aus dem
Gleichungssystem

I, = bl + b21'1 und I, = b11'1 + b2

A I —I'%
b2 = P
l—l'l

Ist B2 + 0, so priift man nun, ob der Proze dritter Ordnung ist (p=3), indem man aus
dem Gleichungssystem (59) fiir p=3 den Koeffizienten b5 ermittelt.

Dies Verfahren wird nun stufenweise (p = 4, S . . .) fortgesetzt. Der jeweils letzte Ko-
effizient in der Stufe p, nimlich Bp, heifdt partieller Autokorrelationskoeffizient, die
Folge Bl, D, ... partielle Autokorrelationsfunktion. Diese etwas mifiverstindlichen
Begriffe wurden von Box/Jenkins (1976, S. 64) gewihlt, um ihren Zusammenhang mit
den (echten) Autokorrelationskoeffizienten gemifl Gleichung (59) zu verdeutlichen
und um darauf hinzuweisen, da z. B. der Koeffizient T)l nur den isolierten, d. h. par-
tiellen EinfluB von x;_; auf x, wiedergibt und dabei die Einfliisse von x;_»,X;_3 ...
vernachlissigt werden.

Die partiellen Autokorrelationskoeffizienten dienen also dazu, den Grad eines AR-Pro-
zesses festzustellen:

Der AR-Prozef} ist von p—ter Ordnung, wenn die ersten p partiellen Autokor-
relationskoeffizienten ungleich Null und alle weiteren gleich Null sind.

Mit Hilfe der echten und der partiellen Autokorrelationsfunktion kann man also die
Existenz und den Grad, d. h. die Ordnung eines autoregressiven Prozesses bestimmen.
In der Praxis gehort dazu jedoch eine gewisse Geschicklichkeit, da wir die Autokorrela-
tionsfunktion aus einer Zeitreihe schitzen und damit Schitzfehler auftreten konnen.
Diesem Problem werden wir in II. 4. auf S. 74 ff. nachgehen.
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2. Moving-average-Prozesse (MA-Modelle)

Zur Definition der MA-Modelle wollen wir uns in Erinnerung zuriickrufen, daf die bei-
den Grundgleichungen (49) und (51) auseinander hervorgehen und damit eine gewisse
Dualitit aufzeigen. Wihrend die autoregressiven Prozesse auf Gleichung (51) und da-
mit auf den Vergangenheitswerten der Zeitreihe basieren, gehen wir nun von Gleichung
(49), d. h. von der Analyse der Storvariablen aus, wobei wieder u = 0 vorausgesetzt sei.

Wir sprechen von einem Moving-average-Prozefi q—ter Ordnung oder kurz von einem
MA(q)-Modell zum Gegenwartszeitpunkt t, wenn folgende Gleichung vorliegt! :

(60) X¢ =Ug — 3 U1 — U2 — ... —dqli_q

Leider ist diese Benennung, die auf Wold (1938) zurickgeht, miverstindlich, da es
sich nicht um gleitende Durchschnitte herkommlicher Art handelt. Welcher Zusam-
menhang iiberhaupt besteht, wird klar, wenn wir folgende Umformungen fiir den Spe-
zialfall g = 1 (MA-ProzeB erster Ordnung) vornehmen:

(61)  x¢=u—ajue,
Wir setzen in (61) fiir den Index t sukzessive die Indizest—1,t—2 ... ein

(6la)  x¢_y =ut_; —ajut_y

(61b)  xt_2=ug_2 —ajup_3

16sen die Gleichungen nach u,_,, u;_» . . . auf und substituieren in (61). Daraus resul-
tiert die Gleichung

- 2 3
(62) Xt = Up — 41X¢-1 — 37X¢p-2 — A7Xg3 — - - -

Aus dieser Gleichung konnen wir drei Erkenntnisse gewinnen:

a) Ein endlicher MA-ProzeB (hier: erster Ordnung) kann durch eine unendliche Reihe
gewogener Vergangenheitswerte der Zeitreihe, also autoregressiv, approximiert wer-
den.

b) Da x, als gewogener Durchschnitt der Vergangenheitswerte X¢_q, X¢_2 - . . ausge-
driickt wird, kann man diesen Sachverhalt als Erklirung fir den Namen ,, Moving
average‘* ansehen.

1 Die Minuszeichen sind hier nur wegen der Konformitit mit der Literatur gewihlt. Man kdnnte
auch wie in (49) die Reihe mit positiven Vorzeichen versehen.
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¢) Der Moving-average-Prozef8 erster Ordnung entspricht formal dem konstanten Mo-
dell der exponentiellen Glittung, die sich somit als Spezialfall des Box-Jenkins-Ver-
fahrens erweist. Die exponentiell abnehmenden Gewichte miissen dabei die Bedin-
gung |a; ] <1 erfiillen.

Wie bestimmt man nun Existenz und Grad (Ordnung) eines MA-Prozesses? Im Hinblick
auf die Dualitit von AR- und MA-Prozessen liegt es nahe, zur Beantwortung dieser Fra-
ge wieder die echte und die partielle Autokorrelationsfunktion heranzuziehen.

Box und Jenkins (1976, S. 68 ff.) haben gezeigt, da} fiir einen MA(q)-Proze} folgendes

gilt:

— Die Autokorrelationskoeffizienten sind bis zum time-lag q (einschlieBlich) ungleich
Null, nach q gleich Null.

— Die partiellen Autokorrelationskoeffizienten streben exponentiell oder in Form ei-
ner gedimpften Sinusschwingung gegen Null.

Wir finden also ein genau umgekehrtes Ergebnis im Vergleich zu AR-Prozessen. Die
partielle Autokorrelationsfunktion entscheidet dariiber, ob eine vorliegende Zeitreihe
ein MA-Proze8 ist, die Autokorrelationsfunktion legt die Ordnung q des Prozesses fest.

Wir wollen dieses Ergebnis fiir den wichtigsten Spezialfall q = 1 herleiten, um die Zu-
sammenhinge noch einmal klar hervortreten zu lassen.

Die Varianz R, des MA(1)-Prozesses
(63) Xe=SUp —a Uy lautet
(64) E[x}] =R, = E[u} —2a,uuy_, + alul ]

Da die Realisation der Storvariablen in verschiedenen Perioden unkorreliert sind und
wir fir E[u?] o2 gesetzt hatten (vgl. S. 30 und 63) ergibt sich

(64a) R, = g2 (1+ad)

Die Autokovarianz mit dem time-lag 7 = q = 1 lautet, da die Storvariablen verschiede-
ner Zeitpunkte unkorreliert sind,

2

= - 2 2 =
(64b) R, =E[x(X(-1]=E[usus_y — ajuglyg —a Uiy tajue U] = — 0,

Der Autokorrelationskoeffizient r, = R, /R, ergibt sich zu

64c r =
( ) 1 1+ a%

Der Autokorrelationskoeffizient fiir 7= 2 > q = 1 muf8 Null sein, da
(65) Ry =E[xeXe-2]= E[uguy_p — ajupue_3 — 2 ue g +a3up 03] =0

Dies gilt auch fiir alle weiteren r, mit 7> q.
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Fiir die partielle Autokorrelationsfunktion kann man zunichst aus Gleichung (62) ab-
leiten, daB sie unendlich viele Koeffizienten aufweist, die nicht plotzlich bei einem be-
stimmten time-lag auf Null abfallen.

Setzt man in den Yule-Walker-Gleichungen (S. 68) z. B. p = 2 und fiir r; gemif (64c)

sowie fiir r, den Wert Null (wegen (65)) ein, so ergibt sich

1+a?
(66a) 31 = —a; - 1 2 und
1 +aj
a 1
66b) b, = —a? - ————
(66) g % 1+a%+a‘11
b b
T 7,4
11 &
> 10 L

<1+ -1+
\ |

Abbildung 10
Partielle Autokorrelationskoeffizienten von (66a) und (66b)

la; [=0,7
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und allgemein

66c) b, = ~al - (I, 1<1)

Die partiellen Autokorrelationskoeffizienten streben also mit zunehmendem time-lag
7 exponentiell gegen Null, und zwar monoton, falls a; > 0 und mit wechselndem Vor-
zeichen (gedimpfter Sinusschwingung) falls a; < 0 ausfillt. Abbildung 10 zeigt dies
fiir |a;[=0,7.

Damit haben wir die theoretischen Grundlagen fiir die Anpassung konkreter Box-Jen-
kins-Modelle an stationire Zeitreihen gelegt und wenden uns nun dem nicht-stationa-
ren Fall zu.

3. Nicht-stationiire Prozesse

Um das Box-Jenkins-Verfahren auch auf nicht-stationire stochastische Prozesse, die in
der Okonomie besonders hiufig auftreten, anwenden zu kénnen, miissen nicht-statio-
nidre Zeitreihen zunichst in stationire umgeformt werden. Dies geschieht mit Hilfe der
Differenzenbildung.

Zur Erlduterung des Verfahrens nehmen wir einen Proze mit linearem Trend an

(67) X¢=atbt+u (t=0,1,...,7)

Zur Eliminierung des Trends werden die ersten Differenzen gebildet

(68) Ax; =xy —X¢_y =atbttu; —a—b(-1) —us_; =b+u —u;,

Dieser Differenzenprozefd ist stationdr, da der Erwartungswert der Storvariablen u

gleich Null und b konstant ist. Ax; (t =1, 2, ..., T) ist nun die Input-Reihe fiir das
Box-Jenkins-Verfahren.

Liegt ein quadratischer Trend vor, z. B.
(69) x; =a+ bt +ct?+y (t=0,1,...,T)
so sind die ersten Differenzen noch nicht stationir

(70)  Axy=x¢—x¢-1 = atbt+ct’ tuy—a-bt-1) —c(t-1)> —u,,
b+2Ct—C+Ut"Ut._1

Erst die zweiten Differenzen erzeugen einen stationiren Proze, der in das Box-Jen-
kins-Verfahren eingeht:
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(703.) Azxt = Axt — Axt_l = 2ctuy —2u4_g tui_s

Entsprechend kann man Polynome n—ten Grades durch n—fache Differenzenbildung
stationdr machen. Dieselben Ergebnisse lassen sich auch durch Differentiation gewin-
nen, wenn wir gedanklich von diskreten Zeitreihen x, (t=0,1,..., T) zu kontinuier-
lichen Prozessen x (t)te IR" iibergehen.

Dieses von Box und Jenkins vorgeschlagene Verfahren der Differenzenbildung verfehlt
jedoch sein Ziel der Trendausschaltung, wenn nicht-polynomiale Trends wie z. B. loga-
rithmische, exponentielle oder unregelmiBig strukturierte Trends vorliegen.

Bei folgendem logarithmischen Trend
7))  x()=Int+uy (t>0)

eliminiert die 1. Ableitung, die der Differenzenbildung im diskreten Fall entspricht,
nicht den Trend, sondern transformiert den positiven Trend gemif

7 -1 (t>0)

in einen negativen Trend. Stationaritit wird auch bei weiteren Differentiationen nicht
erreicht. Infolgedessen wird vom Verfasser ein anderes Verfahren, eine modifizierte
Differenzenbildung vorgeschlagen.

Anstatt der einfachen Differenzen x; — x,_ wird die Differenz
(73)  x¢ —PXeo = Bxy 0<psl)

zugrunde gelegt. Durch Variation von p lifit sich das Verfahren sehr flexibel an viele
unterschiedliche — auch unregelmifige — Trends anpassen. Bei polynomialen Trends
wird p gleich eins gesetzt, in den iibrigen Fillen sollte der Autokorrelationskoeffizient
erster Ordnung (r, ) als Initialwert fiir p verwendet werden, da z. B. bei einem exponen-
tiellen Trend der Form

(74)  x¢ = cp' (o1 <1)
die modifizierte Differenzenbildung

(742) X — pxeoq = cp' —pcpt™h = 0

unmittelbar zur Stationaritit fiihrt. Solche Trends, die sich durch den Autokorrela-
tionskoeffizienten erster Ordnung approximativ beschreiben lassen, treten in der dko-
nomischen Praxis relativ hiufig auf. Im computergestiitzten Prognosesystem des Ver-
fassers ist daher die modifizierte Differenzenbildung implementiert.

Wir sind nunmehr auch in der Lage, saisonbehaftete Zeitreihen mit dem Box-Jenkins-
Verfahren zu behandeln. Im letzten Kapitel (S. 53 ff.) wurde gezeigt, daf sich Saison-

73



zyklen entweder durch hohe Autokorrelationskoeffizienten im Korrelogramm oder
durch hohe Werte des Spektrums der Zeitreihe sichtbar machen lassen. Hat man auf
diese Weise die Saisonlinge ermittelt, kann der Saisoneinfluff durch Bildung der Diffe-
renzen

(75) Xt — PX¢_L (L = Linge des Saisonzyklus)

eliminiert werden. Diese Saisonausschaltung wird iiblicherweise mit der Trendausschal-
tung kombiniert, indem von (75) die ersten Differenzen zur Beseitigung des Trends er-
rechnet werden.

Erst wenn man mit den beschriebenen Verfahren — eventuell nach mehreren Versu-
chen — einen stationdren Proze erzeugt hat, darf der nichste Schritt, die Auswahl des
fiir diesen Prozef geeignetsten Modells erfolgen.

4. Identifizierung des geeigneten ARIMA-Modells
a) Kennzeichnung von ARIMA-Modellen

Autoregressive-, Moving-average- und Differenzenprozesse sind die Grundbausteine aller
Box-Jenkins-Modelle. Durch Anwendung dieser drei Filtermethoden auf ,,weifles Rau-
schen®* versucht man, die vorgelegte Zeitreihe zu erzeugen, d. h. ,,herauszufiltern®. Da-
bei ist zu beachten, dal der Differenzenfilter umzukehren ist, wenn aus einem statio-
niren Proze der ehemalige nicht-stationire ProzeR wiedergewonnen werden soll.

Diesen inversen Filter nennt man ,,Summenfilter*

(76) Xp = AXe + A + Ao + ... = T Axey
=0

Graphisch lassen sich die drei Filterprozesse folgendermafien veranschaulichen.

weiles Moving average Autoregressiver Summen- Zeit-
—_— . —_— . —_— —_—
Rauschen ut Filter Filter filter xt reihe

Das allgemeine Box-Jenkins-Modell verwendet alle drei Filter, ist also eine Kombina-
tion aus den in den Abschnitten 1. bis 3. dieses Kapitels besprochenen Verfahren. Box
und Jenkins haben diesem allgemeinen Modell den Namen

»autoregressive integrated moving average model*

abgekiirzt ARIMA-Modell gegeben, wobei das Wort ,integrated* den Summenfilter be-
zeichnen soll. Nicht-stationire Zeitreihen werden daher in einem ARIMA-Modell, sta-
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tiondre in einem ARMA-Modell abgebildet. Bei der Analyse der echten und der partiel-
len Autokorrelationsfunktion muf sich herausstellen, ob ein AR-, ein MA- oder ein ge-
mischtes Modell problemadiquat ist.

b) Identifizierung des passenden Modelltyps

Zur Ermittlung des adiquaten Modells untersuchen wir zunichst die vorgelegte Zeitrei-
he hinsichtlich ihrer Stationaritit. Eine nicht-stationire, trendbehaftete Zeitreihe ist z.
B. die Umlaufsrendite festverzinslicher Wertpapiere in der BRD, die in Abbildung 11
wiedergegeben ist?.

x?
15.001q
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13.00 4
12.DOT
11.004
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9.90 A
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Abbildung 11
Umlaufsrendite festverzinslicher Wertpapiere in der BRD

Diese Reihe zeigt ein typisches Verhalten ihrer Autokorrelationsfunktion, die in der
folgenden Abbildung 12 wiedergegeben ist.

7 Stat. Beihefte zu den Monatsberichten der Deutschen Bundesbank, Reihe 2, Ziffer 8b, Werte
von Januar 1974 bis April 1982.
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STANDARDABUWE ICHUNG-OBERGRENZE @ . 196

VERTRAUENSBEREICH : 95% CANNAHPIEZ:NURMALVERTEILUNG)

Abbildung 12
Autokorrelationsfunktion einer nicht-stationiren Zeitreihe
(Umlaufsrendite festverzinslicher Wertpapiere in der BRD)

Die Graphik zeigt ein beinahe lineares Abnehmen der Autokorrelationskoeffizienten
mit wachsendem time lag, das durch den Trend erklirt werden kann. Bei geringem ti-
me lag haben die Abweichungen der trendbehafteten Zeitreihenwerte von ihrem Mit-
telwert sehr haufig das gleiche Vorzeichen, was gemi Gleichung (46)

-7

T
T (x¢—%X) (Xg47 — %) T=12...

@6 Rm=7 ¥

zu hohen Autokovarianzen und ebenfalls zu hohen Autokorrelationskoeffizienten
fihrt. Mit zunehmender zeitlicher Verschiebung weisen (x; — X) und (X¢+, — X) immer
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hiufiger ungleiche Vorzeichen auf, da z. B. x; noch unter, X, aber schon iiber X lie-
gen kann. Demzufolge nehmen die Autokorrelationskoeffizienten mit wachsendem 7

ab.

Die Anwendung des Differenzenfilters Ax; =x; — 0,97 x;_, auf die Zeitreihe von Ab-
bildung 11 eliminiert den Trend und ergibt die in Abbildung 13 dargestellte stationire

Differenzenreihe.
-1 Q0
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-.002

-.022

-.033

-.087

-.033
026
. 433
.094
.008

~-.074
.048
.075
- 448
.071

-.056

~« 407

VERTRAUENSBEREICH : 95% (ANNAHME:NORMALVERTEILUNG)

Abbildung 13

Autokorrelationsfunktion einer stationiren Zeitreihe

(Differenzenreihe der Umlaufsrendite)

Die Abbildung zeigt kein lineares Abfallen der Autokorrelationskoeffizienten mehr.

Nachdem die vorgelegte Zeitreihe durch Differenzenbildung stationdr wurde, untersu-
chen wir im zweiten Schritt, ob ein AR-, MA- oder ARMA-Modell problemangemessen
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ist und welche Werte fiir die Parameter p und q gewihlt werden sollten. Zur Beantwor-
tung dieser Fragen dienen uns die in den Unterabschnitten 1. und 2. angestellten Uber-
legungen, die hier noch einmal kurz zusammengefat werden sollen.

1. Die Autokorrelationsfunktion eines AR-Prozesses fillt mit zunehmendem time lag
exponentiell oder in Form einer gedimpften Sinusschwingung gegen Null ab.

2. Ein AR-Prozef§ ist von p—ter Ordnung, wenn die ersten p partiellen Autokorrela-
tionskoeffizienten ungleich Null und die restlichen gleich Null sind.

3. Die partielle Autokorrelationsfunktion eines MA-Prozesses strebt mit zunehmen-
dem time lag 7 exponentiell oder in Form einer gedimpften Sinusschwingung gegen
Null.

4. Ein MA-Prozef ist von q—ter Ordnung, wenn die ersten q Autokorrelationskoeffi-
zienten ungleich Null und die iibrigen gleich Null sind.

5. Die Autokorrelationsfunktion eines gemischten ARMA-Prozesses strebt nach einem
time lag von (q — p) Perioden wie die eines AR-Prozesses gegen Null, wihrend sich
die partielle Autokorrelationsfunktion des ARMA-Prozesses nach (p — q) Perioden
wie diejenige eines MA-Prozesses verhilt. Falls die Differenzen (q — p) bzw. (p — q)
negativ sind, werden sie gleich Null gesetzt.

Diese auf den ersten Blick eindeutig erscheinenden Kriterien zur Bestimmung des ge-
eigneten ARMA-Modells verlieren aus zwei Griinden in der Praxis an Unterscheidungs-
kraft:

— Eine vorgelegte Zeitreihe ist nur eine Realisation des zugrunde liegenden stochasti-
schen Prozesses und nicht der Prozef selbst.

— Die echten und partiellen Autokorrelationskoeffizienten miissen aus der Zeitreihe
geschdtzt werden und sind daher mit Unsicherheit behaftet. Insbesondere die Frage,
ob sie ungleich Null sind, kann nur mit einem statistischen Test beantwortet wer-
den.

Diese Ausfihrungen machen deutlich, daB die Identifizierung eines ARMA-Prozesses
aufgrund einer Zeitreihe ein duBerst schwieriges und nicht immer zufriedenstellend zu
16sendes Problem darstellt. Ehe wir auf diese Problematik weiter eingehen, soll jedoch
zunichst entschieden werden, unter welcher Bedingung wir einen Autokorrelations-
koeffizienten aufgrund einer empirischen Schitzung als von Null verschieden ansehen
wollen.

Zur Konstruktion eines aussagefihigen Tests benétigen wir die Standardabweichung
der geschitzten Autokorrelationskoeffizienten. Bartlett (1946) hat hierfiir einen Aus-
druck entwickelt:

an 8@ = é V4201 +8+. 48 k>0

n bedeutet hier die Anzahl der Zeitreihenwerte und q einen bestimmten time lag. Die-
jenigen Ty, deren theoretischer Wert Null ist, sind dabei, wie Anderson (1942) gezeigt
hat, anndhernd normalverteilt.
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Ein dhnliches Ergebnis hat Quenouille (1949) fiir die partiellen Autokorrelationskoef-
fizienten abgeleitet. Sie sind ebenfalls anndhernd normalverteilt und ihre Standardab-
weichung lautet bei einem AR(p)-Prozefs

(78) (2, partiell) = —= (k>p+1)

Vn

In der Literatur wird (77) meistens vereinfacht (vgl. Makridakis/Wheelwright 1978a,
S.337) zu

o(fy) =

Bl

und damit formal (78) angeglichen. Wir schliefen uns diesem Vorgehen an und formu-
lieren folgenden Signifikanztest:

Ein echter oder partieller Autokorrelationskoeffizient ist mit 95 % Sicher-
heitswahrscheinlichkeit — signifikant — von Null verschieden, wenn sein
Schitzwert /r\k auflerhalb des Bereichs + 1,96 / Ny liegt.

Fiir — 1,96 / Vn <1 < 1,96/ +/n nehmen wir die Null-Hypothese:
ry = 0 an.

Dieses Konfidenzintervall ist in den Abbildungen 12 und 13 mit senkrechten gepunkte-
ten Linien gekennzeichnet. Es findet sich auch in jeder weiteren Graphik von Autokor-
relationsfunktionen. Die Abbildung 14 zeigt die partielle Autokorrelationsfunktion un-
serer stationiren Beispiel-Zeitreihe.

Mit Hilfe der Abbildungen 13 und 14 versuchen wir nun, das geeignete Modell fiir diese
Zeitreihe zu identifizieren.

Dies gestaltet sich nicht ganz einfach, da nur jeweils der erste echte und partielle Auto-
korrelationskoeffizient signifikant von Null verschieden ist und der Verlauf der Funk-
tionen nicht zweifelsfrei als exponentiell abnehmend bzw. gedimpft sinusformig iden-
tifiziert werden kann. Aber auch die gegenteilige Annahme, dafl die Koeffizienten nach
dem time lag von einer Periode abrupt auf Null fallen, 1Bt sich durch die Gestalt der
Funktionen nicht stiitzten.

Wir konnen versuchsweise anhand der Graphiken folgende Vermutung anstellen: Die
wahre Autokorrelationsfunktion des Prozesses strebt exponentiell gegen Null, die par-
tielle Autokorrelationsfunktion strebt in geddmpften Sinusschwingungen gegen Null.
Dann liegt nach Regel 5. auf S. 78 ein ARMA-Prozef8 vor. Nach Regel 2. ist der AR-
Teil von erster Ordnung und nach Regel 4. der MA-Teil ebenfalls von erster Ordnung.
Da wir die ersten Differenzen (d = 1) gebildet hatten, identifizieren wir die Umlaufs-
rendite als einen ARIMA (p,d,q)-Proze mit p =1,d =1, q = 1 oder kurz: ARIMA
(1,1,1)-Prozef mit

Ax, = byAxyy tuy —aup
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- 4 0 +1
LAG r.r.r.r.1.1.1.1.1.1.1.1.1.1.1.1.1..I.I.1I.1 WERT
1 . I - * .5014
2 I | . -. 459
3 - I % . .086
4 . »* . .007
S . I % . . 405
é . I . -.032
7 % 1 - ~. 436
8 . I % . .083
9 - % 1 - -.408
10 . I % . .098
44 . %I . -. 406
42 . I* . .062
13 . *® 1 . -. 448
i4 - I » . .094
415 - * . .009
16 . S <141
17 . *1 . -.044
19 . %I . -.037
19 . *1 - -.059
20 . I % . .085%
214 . * . .046
22 . I* . .060
23 - * - .022
24 I T | . -.4427
25 - * . 042

STANDARDABWEICHUNG-UNTERGRENZE = -.497
STANDARDABWEICHUNG-OBERGRENZE = - 197
VERTRAUENSBEREICH = 95% (ANNAHME :NORMALVERTEILUNG)

Abbildung 14
Partielle Autokorrelationsfunktion einer stationiren Zeitreihe
(Differenzenreihe der Umlaufsrendite)

Die Eignung dieses (von uns vermuteten) Modells 1i8t sich nun testen, indem wir a,
und b; so schitzen, dafl die Summe der quadrierten Residuen (Abweichungen der
wahren von den geschitzten Reihenwerten) minimal wird, und anschlieRend priifen, ob
die Residuen unkorreliert sind. Diese Priiffung, die im Anschluf an den nichsten Ab-
schnitt vorgenommen wird (vgl. S. 88), fallt positiv aus. Zuvor muf aber das Problem
der Schitzung von a; und b, geldst werden.
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5. Schitzung der Parameter
a) Anfangsschitzungen

Die Schitzung der Parameter eines ARMA-Modells ist mathematisch aufwendig, so daf
man sie zweckmiBigerweise in mehrere Stufen unterteilt. Zunichst werden Anfangs-
werte fiir die Parameter geschitzt, die in einem zweiten Schritt mit einem nicht-linea-
ren Verfahren der Kleinsten Quadrate optimiert werden.

Am leichtesten finden wir die Anfangswerte fiir einen AR{p)-Prozef
(52) xt=b1xt_1 +b2Xt_2 +...+bpxt_p +Ut

durch Anwendung der Yule-Walker-Gleichungen (59). M1t den aus der Zeitreihe be-
rechneten Werten fir die p Autokorrelationskoeffizienten T;,7,, . . rp lafdt sich die-
ses lineare Gleichungssystem einfach l6sen. Entsprechende Prozeduren sind an den
meisten EDV-Anlagen implementiert.

Hat man z. B. einen AR(2)-Prozef identifiziert, so lautet das Gleichungssystem (59)

-
I
o>

N
1+ b1y
+

A
I

> D>
|

o>

T> >

2 T Y1h 2

Daraus ergeben sich die Anfangsschiitzungen

Ay Ay N Al
A I (1 —1'2) d g I — 1'%
1 = A un 2 = A
1-=T1? 1 _rf

In dhnlicher Weise werden die gi (i=1,2,...,p)fir hohere AR-Prozesse geschitzt.

Schwieriger gestaltet sich die Anfangsschitzung fir MA-Prozesse. Man geht dazu von
den geschitzten Autokorrelationskoeffizienten Ty des MA-Prozesses

(60) X¢=Up — AU —AU—2 —...—8qUs_g

aus, die man durch Bildung des Erwartungswertes E[x,x,_] und anschliefende Divi-
sion durch die Varianz erhilt.

A

(79 E[x¢x¢-k] =Ry =E[(u¢ —ayueq —. .. — aqut-—q) (ugk — 21Uk
— ... —agUk-q)]

(792) Ry = E[uug.x —a1uele-k-1 —--- — 3qUtltk—q

2
—a;u Uk t ajUg_qUtk-1 +...+ 21aqUt- 1 Ut-k-q —
2
— dqU¢-qUt-k +2a;3qU¢-qUt-k-1 +...+ aqut..qut_k_q]
.. _ 2 i _ o
Dabei gilt E[u;y;] = oy, fallsi=j und E[uju;]= O furi#j.
81



Setzen wir k = 0, ergibt sich die Varianz der Zeitreihe
(80) ﬁ0=03(1+af+a§+...+a3)
Die Autokovarianz mit einem time lag von einer Periode (k = 1) hat folgende Gestalt:

A
Z 2
81) Ry = 05 (~a; taja; taza3 +... a3y 3q)

Daraus folgt der Autokorrelationskoeffizient T, zu

A

A Rl _ | +a1a2 +a2a3+...+aq_1aq
(82) n =4 = D) D) D)
R, l+al+a2+...+aq

Nach dieser Methode kann man alle Ty ermitteln. Aus (82) ist bereits ersichtlich, dafd
die Ty nicht-lineare Funktionen der a; sind. Dies bestiitigt der allgemeinen Fall:

— 3 t a3+ +azak+2 t. +aq-kaq

A —=
@3 = A RERET :z]  — ~k " L2,....q
™ “l\\\
Man erhilt auf diese Weise ein nicht-lineares Gleichungssystem von q Gl%hungen und
q Unbm 2,3, - - - aq, das nur iterativ gelost werden kann.

Fiir einen MA(2)- ProzeR sei Hé”r”heraﬁeﬂsvoxgangchmsp;elha&"duréflgefuhrt Wir gehen
von Gleichung (79a) aus und setzen Ry = 2,6, R; = 1,3 und R, =0,5 voraus. Expli-
zit lautet das Gleichungssystem

0 03 (1 +af +a§)
2
g, (—ay)

2
0, (—a; +a;2;)

(84

2

> > o>

1

das folgendermafien umgeschrieben wird

2 Ro
O -
v 1+af +a§
R
2
(842) a; = - —
OU
A
R,
4 = - 5t aa
o

Zu Beginn des Iteratlonsprozesses setzen wir a; =a, =0und erhalten mit den oben an-
gegebenen Ro 2,6, Rl =1,3 und Rz =0,5 im ersten Schritt 0 = 2,6, a, = 0,19
und a, =-0,5.
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Diese Werte werden sukzessive in die rechten Seiten von (84a) eingesetzt und ergeben
in der zweiten Iteration 0:‘: =202, a, = 0,248 und a; = —0,52. Nach 10 Iterationen
mit dem Taschenrechner haben sich die Werte auf drei Stellen hinter dem Komma sta-
bilisiert:

02 = 1,914 a, = —0,538 a, = —0,261

Mit diesem Iterationsverfahren lassen sich Anfangsschitzwerte fiir beliebige MA(q)-
Prozesse ermitteln. Auf den von Box-Jenkins (1976, S. 203) vorgeschlagenen schneller
konvergierenden, aber nicht so robusten Newton-Raphson-Algorithmus sei an dieser
Stelle nur hingewiesen. In dem am Lehrstuhl des Verfassers entwickelten EDV-Pro-
gramm zum Box-Jenkins-Verfahren sind beide Iterationsverfahren enthalten®.

Liegt ein (gemischtes) ARMA (p,q)-Modell
(85) Xt = blxt_ 1+b2Xt_2+. . -+bpxt—p+ut_alut— 1~ U2 —... —aqut_q

vor, so schitzt man die Anfangswerte by, b, ..., bp, 21,282, ...,2qin drei Schritten:
1. Schitzung der by, b, ..., by mit Hilfe der Yule-Walker-Gleichungen;
2. Bildung der Reihe w; = x; —Glxt_l —gzxt_z - .. —prt-p;

3. Schitzung der a,, a,, . . . , aq aus der Reihe wy = ug —ajugy — a2 — ... —
aqUi.q mit dem oben angegebenen Iterationsverfahren.

Mit diesen Anfangswerten beginnt man das eigentliche Schitzverfahren, das im nich-
sten Unterabschnitt beschrieben wird.
b) Das nicht-lineare Hauptschitzverfahren

Es ist unser Ziel, die Parameter a,, a3, ..., aqund by, bz, .. ., by des allgemeinen
ARMA(p, q)-Modells

(85) Xt~ blxt_l+b2xt_2+. . .+bpxt__p+ut—alut_ 1—a2Ut_2 — ... ~3qlt—q

so festzulegen, daf die Summe der quadrierten Schitzfehler (Residuen) minimal wird.

86 Z-=
t

LU

uf = Min!
1

Dieses Verfahren der sog. Kleinste-Quadrate-Schitzung (KQ), das ausfiihrlich im Kapi-
tel G. beschrieben wird, liefert fiir die Praxis ausreichende Approximationen fiir Maxi-
mum-likelihood-Schitzungen (vgl. Box-Jenkins 1976, S. 213, 243 und 279).

3 Unverdffentlichte Diplomarbeit von K. Sabathil, Ausgewihite Prognoseverfahren der Unternch-
mensplanung und ihre EDV-technische Realisierung, Hamburg 1981
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Liegt nur ein AR(p)-Prozef vor, so hingt die Storvariable u, linear von den Parametern
by, by, ..., by ab. Fiir die Anwendung des KQ-Verfahrens ist somit nur das lineare
Gleichungssystem

o5 =0 (=1,2,...,p) zuldsen.

Sobald aber ein MA-Teil im Modell enthalten ist, treten nicht-lineare Beziechungen zwi-
schen u; und den Parametern a,, a,, . . . , a4 auf. Das sieht man sofort, wenn wir uns
die Gleichungen (60) bis (62) vergegenwirtigen, die dort fiir einen MA(1)-Proze8 ab-
geleitet wurden. Schon fir diesen einfachen Spezialfall erhielten wir die nicht-lineare
Beziehung

= 2 3
(62) ut—xt+a1xt_l +alxt_2 +81Xt_3+...

Bei hoheren MA-Prozessen, d.h. q > 2, ist u; auch mit den Parametern a,, as, . . ., ag
nicht-linear verkniipft. Wir werden uns deshalb bei der weiteren Analyse des Haupt-
schitzverfahrens auf MA-Prozesse beschrinken, um die Ableitungen etwas durchsichti-
ger zu gestalten. Selbstverstindlich kénnen auch gemischte ARMA-Modelle mit dem
Verfahren gelost werden.

Ausgangspunkt sind die Anfangswerte a2, a3, . .., ag aus Unterabschnitt a) sowie vor

dem Schitzzeitraum liegende Werte fiir uo, u_y, u_3,". . ., u;_q, die man gleich Null
setzt oder aus fritheren Schitzungen iibernimmt. Hieraus lifit sich rekursiv

(87) u?=xt + a‘l)ut_l + agut_z +...+ agut_q (t= 1, ey T)

berechnen.

Um die Anfangswerte zu verbessern, entwickeln wir die Funktion uy =f(a,, a3, ...,
aq) in eine Taylor-Reihe*, die wir nach dem linearen Term abbrechen.

duy du, duy
_.0, "t 0 01,. 27t -0 0 Tt oo 0
(88) ue=uy + 32, (a}) [a; —al]+ 22, (a3)[a; —ay]+...+ 32 (aq) [aq — aq]

Die partiellen Ableitungen werden fiir EDV-Programme zweckmifigerweise numerisch
ausgewertet nach der Vorschrift

du
(89) a_a-t = [ue(ay, 2z,...,2;+8;...,85) —u; (a,,az,...,ai,...,aq)]/6i
1

4 Zum Begriff und zur Anwendung von Taylor-Reihen vgl. z. B. H. Kérth et al. (Hrsg.), Lehrbuch
der Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaften, 3. Aufl., Opladen 1975, S. 448 ff.
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Setzen wir zur Vereinfachung der Schreibweise

und beachten (88), kénnen wir folgende Zielfunktion formulieren:

T2
(90) z=Z =

G L]

0 0 0
[uf + GY (@, —a)) +GH(ay —a) +... +
+Gyq(ag —a3))* = Min!

Dies Problem kann mit der einfachen Methode der kleinsten Quadrate gelost werden,
da die partiellen Ableitungen 3Z/da; linear in den Parametern a; sind. Die aus der Lo-
sung des linearen Gleichungssystems dZ/da; =0 (i =1, ..., q) resultierenden Werte
fira},a},..., 4} treten nun an die Stelle der Anfangswerte a$, a3, ..., aJ. Damit ist
die erste Iteration des nicht-linearen Optimierungsprozesses abgeschlossen.

In der zweiten Iteration werden die verbesserten Parameterwerte 21, . . ., 8 in die
Gleichungen (87), (88) und (89) eingesetzt, um anschlieBend die Zielfunktion (90)
wieder zu minimieren. Das Iterationsverfahren wird so lange fortgesetzt, bis sich die
Parameterwerte 23, &1, . . ., 2 von ihren Vorgingem 2!, g é\’;l‘l nur noch
um einen vorgegebenen Betrag € unterscheiden.

Die Konvergenz des Verfahrens hiingt sehr stark von der geschickten Wahl der Anfangs-
werte af, a3, ..., aJ ab. Wenn diese mit dem im Unterabschnitt a) beschriebenen Itera-
tionsverfahren berechnet wurden, konvergierte das Hauptschitzverfahren in allen bis-
her vom Verfasser analysierten empirischen Zeitreihen mit einer Maximalanzahl von 16
Iterationen.

Durch den Abbruch der Taylor-Entwicklung nach dem linearen Glied haben wir also
den nicht-linearen Optimierungsprozef durch eine Folge von linearen Optimierungs-
prozessen ersetzt, die mit der KQ-Methode gelost werden. Zur Verdeutlichung soll die-
ser ProzeB noch einmal an einem kleinen numerischen Beispiel nachvollzogen werden.

Es sei ein MA(1)-Modell von folgender stationirer Zeitreihe identifiziert worden®:

x; =—082 x,=-122 x3=111 x4=-0,36.Der geschitzte Autokorrelations-
koeffizient T, betrage —0,31.

Nach Unterabschnitt a) berechnen wir zunichst den Anfangsschitzwert 47 aus Glei-
chung (83)

1
-031 =
1+4

wobei wir beachten, dafl

5 4 Zeitreinenwerte sind natiirlich zur Anwendung von ARMA-Modellen zu wenig und wurden
nur aus rechendkonomischen Griinden gewihlt.
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—-1<3,<1 gelten muf. Es ergibt sich
a0 =034
Das Versuchsmodell lautet nun  u; = x; + 0,34 u,_,
Um die erste [teration starten zu konnen, benétigen wir den Wert u, = 0,5 (aus voran-

gegangener Schitzung). Die partiellen Ableitungen werden mit der Schrittweite 5, =
0,01 errechnet, d. h. an den Stellen 47 = 0,34 und 4§ + 8, = 0,35.

Die Werte fiir x;, uf und G, enthilt folgende Tabelle:

Tabelle 9
t Xt U? (al = 0,34) Ut (ﬁ\l = 0,35) G?l
0 - 0,50 0,500 —
1 -0,82 —0,65 -0,645 0,5
2 -1,22 —-1,44 ~1,446 -0,6
3 1,11 0,62 0,604 -1,6
4 —0,36 -0,15 -0,149 0,1

Die Zielfunktion (90) bekommt fiir dieses Beispiel folgendes Aussehen:
B & 0L a0
Z= % u = I [ug+G{(a —1)] = Min!

Notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist®

3z 3 5
5 =2 [wP+GyGa —aD] - Gy =0
1 t=1

Daraus ergibt sich

00
uy G

' Ma

-
-

o1 & =133 -

Ma

(G’

-
1]
—

4
6 Die hinreichende Bedingung 3*Z/2a} =2 tz:l (G?l)2 > 0 ist stets erfiillt.
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Aus den Werten der Tabelle 9 lassen sich die bendtigten Summen berechnen
i, =0,34 + 0,147 = 0,487

Wir schneiden die dritte Dezimalstelle ab und starten mit dem Schitzwert ﬁ} = 0,48
die zweite Iteration mit dem Modell

Ug = X¢ + 0,48 Ug_q

Die charakteristischen Werte enthilt Tabelle 10

Tabelle 10
t Xt utl (5/1\1 = 0:48) U (5/1\1 = 0,49) thl
0 — 0,5000 0,5000 —
1 -0,82 -0,5800 -0,5750 0,50
2 —1,22 —1,4984 —1,5018 -0,34
3 1,11 0,3900 0,3740 —1,60
4 —0,36 -0,1724 -0,1767 —0,43

Nach Auswertung der Summen von Gleichung (91) ergibt sich
i; =0,48 + 0,106 = 0,586

Die dritte Iteration wird mit dem Schitzwert
i, =0,58

und dem Modell u; = x; + 0,58 u,;_, gestartet.

Nach vier Iterationen stabilisiert sich der Parameterwert, so dafs der Iterationsproze
abgebrochen werden kann und als endgiiltiges Prognosemodell

Xt = Ug — 0,614 Ug_ g

erhalten wird. Tabelle 11 fat den Iterationsprozef zusammen.

Damit ist die Darstellung des Hauptschitzverfahrens, das — in etwas modifizierter
Form — dem in diesem Buch benutzten EDV-Programm zugrunde liegt, abgeschlossen.
Wie oben schon erwihnt, dient es nicht nur zur Schitzung der MA-Parameter, sondern
wird generell bei ARMA(p,q)-Modellen angewandt.
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Tabelle 11

Iteration Schitzwert 2,
0 0,340
1 0,480
2 0,580
3 0,609
4 0,614

6. Priifung des Prognosemodells

Nach erfolgter Schitzung der Modellparameter kann bei stationdren Zeitreihen die
Gleichung (85)

(85)  x¢=bixpytbyxept...+byXi ptur—2ajue — 22U —...—2qUiq

direkt als Prognosegleichung benutzt werden. Nicht-stationire Reihen, deren Differen-
zen mit ARMA-Modellen analysiert wurden, miissen mit dem Summenfilter (vgl. S.
74) riicktransformiert werden, bevor die Prognose errechnet wird. Aufierdem ist der
Mittelwert p hinzuzufiigen, falls die x, — wie in diesem Kapitel vorausgesetzt — als Ab-
weichungen der Reihenwerte vom Mittelwert definiert sind.

Mit der Gleichung (85) 143t sich nun fiir jeden Zeitpunktt (t =1, .. ., T) eine Ex-post-
Prognose %, erstellen und mit dem wahren Zeitreihenwert x, vergleichen. Der Schitz-
fehler e, = (x; — X,) ist zugleich eine Schitzung der Storvariablen u und wird als Resi-
duum i, bezeichnet. Da wir fiir die Storvariable vorausgesetzt haben (vgl. S. 30 und
81)

aﬁ firk =0
E[wu]=0 E[uguesk] =
0 firk+0

kann man nun anhand des Verhaltens der Residuen i, priifen, ob diese Annahme empi-
risch bestitigt wird und damit das ARMA-Modell problemaddquat ist. Diese Priifung
vollzieht sich in zwei Schritten.

Zunichst werden die Autokorrelationskoeffizienten der Residuen berechnet und gra-
phisch dargestellt. Wir kniipfen an Abbildung 14 an und zeigen die Autokorrelations-
funktion der Residuen der Umlaufsrendite fiir festverzinsliche Wertpapiere in der fol-
genden Abbildung,
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-4 0 +4

LAG 1.r.1.1.1.1.1.1.1.1.1.1.1.1.1.I1.1.1.1.1I.1 WERT
4 . * . -.020
2 - * . -.003
3 . I* . .028
4 . %I - -.030
5 . I = . .082
é - I * « 440
7 I . -. 429
8 . Ix . .044
18 R S -488
14 R -.037
12 . * - .024
13 . ® I . ~. 404
14 . * - .044
15 . %I - -.052
16 - I x. - 4140
47 . Ix . .036
18 . * . -.002
19 % I . -.428
20 - I* .040
24 . * . 014
22 - I * . .09S%
23 “ I . 0714
24 - * w -.043
25 . % I . -.400

STANDARDABUWE ICHUNG-UNTERGRENZE -.197
STANDARDABWEICHUNG-0OBERGRENZE = <497
VERTRAUENSBEREICH : 95%Z (ANNAHME:NORMALVERTEILUNG)

EMPIRISCHER CHI-QUADRAT-UWERT = 43.683
THEORETISCHER CHI-QUADRAT-WERT = 33.924
FREIHEITSGRADE = 22

WAHRSCHEINLICHKEITSBEREICH = 9507

Abbildung 15
Autokorrelationsfunktion der Residuen
(Umlaufsrendite festverzinslicher Wertpapiere)

Kein Autokorrelationskoeffizient ist in Abbildung 15 signifikant von Null verschieden.
Dariiber hinaus enthilt die Autokorrelationsfunktion kein auffilliges Muster, so dafl
wir die SchluBfolgerung ziehen: Die Residuen sind unkorreliert und das ARIMA (1, 1,
1)-Modell ist fiir die Umlaufsrendite problemadiquat.

Diese Aussage it sich analytisch stiitzten durch einen von Box und Pierce (1970) ent-
wickelten x?-Test. Zieht man zur Analyse K Autokorrelationskoeffizienten ry (1)

89



(k =1, ..., K)heran und weist die Zeitreihe T Werte auf, dann ist bei einem adaqua-
ten ARIMA(p,d,q)-Modell die Gréfe

Q=n

TMx

ll'i(ﬁ) (n=T-4)

annihernd x?-verteilt mit K — p — q Freiheitsgraden. Falls der Mittelwert & im Modell
mitgeschitzt wurde, verringert sich die Zahl der Freiheitsgrade um einen.

Fiir die Umlaufsrendite festverzinslicher Wertpapiere ergibt sich bei K = 26 T = 96
d=1 p=1 q=1 (u im Modell geschitzt)

Q = 13,683 mit 22 Freiheitsgraden.

Dieser Wert wird nun mit dem theoretischen Wert aus der x*-Verteilung mit 22 Frei-
heitsgraden und 95 % Sicherheitswahrscheinlichkeit xZ;, (0,95) = 33.924 verglichen.
Danach kann die Hypothese: ,,Das Modell ist adiquat* auf dem 95 %-Signifikanzni-
veau nicht abgelehnt werden. Mit diesem Test, der ebenfalls Bestandteil des in diesem
Buch benutzten EDV-Programms ist, wollen wir die Priifung des Prognosemodells ab-
schlieBen. Im nichsten Abschnitt wird die Prognose des Aktienkursindex des Statisti-
schen Bundesamtes mit dem Box-Jenkins-Verfahren durchgefiihrt.

7. Aktienkursprognose mit einem ARIMA-Modell

In der Abbildung 20 ist der Aktienkursindex des Statistischen Bundesamtes fiir den
Zeitraum von Januar 1974 bis April 1982 dargestellt. Die Reihe besteht aus 100 Wer-
ten.

Die folgende Abbildung 16 zeigt die Autokorrelationsfunktion des Aktienindex.

Aus dem Verlauf des Index und aus der Autokorrelationsfunktion ist deutlich ables-
bar, dal es sich um eine nicht-stationdre Reihe handelt, die durch Differenzenbildung
zunichst in eine stationire Reihe umgeformt werden mufl. Dies geschieht mit Glei-
chung (73), A;x¢ =Xy — pX¢— 1, wobei p; = 0,94 gesetzt wird (Autokorrelationskoef-
fizient 1. Ordnung).

In den Abbildungen 17 und 18 sind die echten und partiellen Autokorrelationsfunktio-
nen dieser Differenzenreihe wiedergegeben.

Der Verlauf der beiden Funktionen ist nicht ganz eindeutig, da sich signifikante Koef-
fizienten nicht nur bei einem time-lag von 1, sondern auch bei 6, 11 und 15 befinden.
Zur Identifizierung des Modells benutzen wir die jeweils ersten signifikanten Koeffi-
zienten und identifizieren ein gemischtes ARIMA(1,1,1)-Modell mitp =q =1.
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-4 4] +4
LAG 1.1.1.1r.1.1.1.1.1.1.1.1.1.1.I.I.I.I.I.1I.1 UERT
1 . I . * .942
2 . I . * .874
3 - I . * .806
4 . I . »* 7490
S . I - »* L6714
b . I . »* .608
7 . 1 . * .558
8 - I . * -.51S
9 . 1 . »* <462
40 - I - * -4414
44 . 1 N . 3%0
42 . 1 . ¥ .27 4
43 . I »* .200
14 - I = -.136
1S . I = . .085
16 . I* . . 060
17 R I* .039
18 - * . 044
49 . * - -.008
20 . »* . ~-. 042
24 . »* . -.019
22 . %I . ~.026
23 . »* . -.0214
24 . * . -.008%
25 . »* . .010

STANDARDABUWEICHUNG-UNTERGRENZE - 196
STANDARDABUWEICHUNG-OBERGRENZE : - 196
VERTRAUENSBEREICH : 95% (ANNAHME :NORMALVERTEILUNG)

Abbildung 16
Autokorrelationsfunktion des Aktienindex
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-1 0 +1

LAG 1.1.1.1.1.1.1.1.1.1.1.1.1.I.I.I.I.1.I.I.I WERT
] . I o ¥ .240
2 . *I . -.046
3 . I* . .049
4 . #* . .018
5 I T | . ~. 455
6 *, I - -.233
7 . * 1 . -. 404
8 . * . -.022
K4 . %1 - -. 409

10 - I = , « 422

11 - I o .232

12 . I* . .026

13 . * . -.006

14 . * . -.006

15 *. I . -.237

16 I ¢ - - 462

47 . %I - -.068

18 . * . -.047

19 * I . -. 477

20 . ® 1 . -.089

214 » I*» .063

22 . * . -.003

23 . %I . -.0314

24 - I = . . 140

25 - * . 011

STANDARDABUWEICHUNG-UNTERGRENZE = ~.197
STANDARDABWEICHUNG-OBERGRENZE = - 197
VERTRAUENSBEREICH : 95% C(ANNAHME:NORMALVERTEILUNG)]

EMPIRISCHER CHI-GUADRAT-UWERT = 37.366

Abbildung 17
Autokorrelationsfunktion der Aktienindex-Differenzenreihe
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-4 0 +4

LAG I.I.J.1.7T.7.7.7.7.T.7T.7.1.T.T.T.T.T.TI.T.1 WERT
1 . 1 . % .240
2 . % 1 - -.440
3 . 1 % . 094
4 . %I . ~.026
S I ¢ . -+ 154
b I | . -.472
7 . %I . -.034
8 . * . -.006
9 . %1 - -.098

10 . I * . 489

44 . I % . <444

i2 . %1 . -.085%

i3 - * . -.002
i4 . % 1 - -.078

1S * I . -, 292

ié . I* .028
i7 . * . 049

i8 . * . 044

49 I 2 | . -. 465

20 . %I . ~.039

24 % I - -.437

22 I | - ~-.437

23 . * - =009

24 . I* .050

25 . %I . -.067

STANDARDABWE ICHUNG-UNTERGRENZE -.497
STANDARDABWEICHUNG-OBERGRENZE = 497
VERTRAUENSBEREICH : 95X C(ANNAHME:NORMALVERTEILUNG]

EMPIRISCHER CHI-QUADRAT-WERT =  36.049

Abbildung 18
Partielle Autokorrelationsfunktion der Aktienindex-Differenzenreihe

93



Die signifikant von Null verschiedenen echten und partiellen Autokorrelationskoeffi-
zienten mit dem time-lag von 15 Perioden deuten auf einen schwachen Saisoneinflufl
hin, den wir durch Differenzbildung nach Gleichung (75)

Dyxy = AyxXy — P2diXioas

mit dem Wert p, = —0,24 auszuschalten versuchen. GemiB unserem ARIMA(1,1,1)-
Modell ist also folgende Gleichung dem Schitzverfahren zugrunde zu legen:

™) Qpxy = # + biAgxey t Uy - 2u

Folgende Schitzwerte konnen nach einer Iteration mit dem Hauptschitzverfahren er-
mittelt werden:

A n A
u = 9,0682 b, = —0,1912 a; = —04643

Fir die Prognose ist die Schitzgleichung in die Normalform (85), die die absoluten
Zeitreihenwerte enthilt, zuriickzutransformieren.

Aus (%) erhilt man in Verbindung mit (75)
N
AyXt — P281X¢-15 =0 +by (A1Xeq —P2B1X16) i — é\lﬁt-l
und weiter mit (73)

AT
Xt — P1X¢-1 — P2(Xt-15 ~plxt-us)‘l.H'b (X¢-1 — P1X1-2

— P2 (Xt-16 — P1Xe-17)) + U¢ — 4, G-
Daraus folgt nach Ordnen die Prognosegleichung
A A N A A
(%%) Re = L+ (P +b1) Xy —P1byXe2 +P2Xeo1s —P2(P1Hb1)Xel16
N A A A
+p1Pp2b 1 Xeo17 UL — 25Uy
oder nach Einsetzen der Schitzwerte (incl. p; und p,)

(**%) %, = 9,0682+0,749x,_, + 0,18x,_, — 0,240%,_;5 + 0,180x,_¢
+0,043%,_17 +4; — 0,461,_,

Da die Zeitreihe 100 Werte umfafdt, prognostizieren wir fiir die Periode t = 101, wobei
wir beachten, daf das Residuum {i,o; noch nicht bekannt ist und gemif E[t] =0
gleich Null gesetzt wird, wahrend U100 = X100 — %100 = 0,742 bereits vorliegt. Die be-
notigten Zeitreihenwerte lauten
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Xgq = 98,3 Xgs = 98,2 Xg¢ =~ 97,5

Somit ergibt sich ein Prognosewert von X101 = 104,8.

Xg99 = 103,1

X100 = 104,1

Aus der Autokorrelationsfunktion der Residuen ldRt sich ablesen, ob dieses ARIMA

(1,1,1)-Modell problemangemessen ist.

-4 0
LAG
1 . *I
2 . *
3 - *
4 . *
s 1
6 * I
7 . ® 1
8 . *I
9 % 1
10 « I »=
44 . I
12 . I
13 - Ix
i4 - Ix
15 . *
16 . %1
i7 . ®]I
i3 - Ix
419 * I
2 . %1
214 - Ix
22 . ®]
23 . ®]
24 R I%
25 . %

STANDARDABWEICHUNG-UNTERGRENZE

STANDARDABWETCHUNG-0BERGRENZ

EMPIRISCHER CHI-GUADRAT-WERT
THEORETISCHER CHI-QUADRAT-WERT

FREIHEITSGRADE
WAHRSCHEINLICHKEITSBEREICH

Abbildung 19
Autokorrelationsfunktion der Residuen

¥ s = ¥ 3 % 3 8 3 3

E

oo ou i

- 197
- 197
VERTRAUENSBEREICH : 95X (ANMAHME :NORMALVERTEILUNG)

24.931
32.671

21

-950%

+14

I.1.1.I1.1.7T.I.7T.T.T.1.T.T.7.T.T.T.TI.I.I.1

WERT
-.051
-.005
.023
.015
- 469
~.203
~.123
-.026
-. 4558
- 149
. 206
034
.025
-067
~.003
-.094
-.061
.07 14
-« 490
-.098
. 063
-.054
~.034
. 067
-.010
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Man erkennt, daB8 die Residuen im wesentlichen nicht signifikant von Null verschieden
sind und auch der x2-Test von Box und Pierce den Schluf zulifit, daf das Modell adi-
quat ist (Q = 24,9 < x?(0,95) = 32,7).

Trotz der Schwierigkeiten bei der Identifizierung des Modells zeigen auch die Progno-
se-Giitemafe

MAA = 1,80 WMQA = 2,27 U = 0,97

mittlerer prozentualer Prognosefehler = 1,77 %

da ein einigermaBen befriedigendes Prognosemodell erarbeitet werden konnte. Der
Theil’sche Ungleichheitskoeffizient ist jedoch nicht sehr gut und macht deutlich, da
die Prognosewerte den wahren Werten oft eine Periode hinterherlaufen. Diesen Ein-
druck vermittelt auch Abb. 20, die die Prognosewerte (Prognosehorizont: eine Perio-
de) den wahren Werten gegeniiberstelt.

1

120.0
115.01
110.04
105.0 4
100 .04
95.0 A~
S0.0 A
85.0 o

80.0 S

75.0 -~

NLERARERRNRARRNNRASERAR]

27 12 5 10
74 75 76 77 78 79 80 a1 82

Abbildung 20
Aktienindex und Box-Jenkins-Prognose (gestrichelt)

70.0 T'IIIIIIIIIIIllII|lllll|llll1l’%llIlalQllléllY1llDlllélillélllI%I!IléllII|1I1I|II:|-IIIIéIIlI

8. Kritik am Box-Jenkins-Verfahren

Das Box-Jenkins-Verfahren ist ohne Zweifel das anspruchvollste und detaillierteste uni-
variate Prognoseverfahren, das heute in der betrieblichen Praxis angewendet wird. Sei-
ne Vorziige kénnen wie folgt beschrieben werden:
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Durch die konsequente Anwendung der Theorie stationdrer Prozesse ist das Verfah-
ren theoretisch gut fundiert. Die Erkenntnisse iiber die echte und partielle Autokor-
relationsfunktion sind statistisch abgesichert und bilden die Grundlage eines wirksa-
men theoretischen Instrumentariums.

Das allgemeine ARIMA-Modell ist umfassend angelegt, so daf} stationdre und nicht-
stationidre Zeitreihen, ggf. mit Saisonkomponente, behandelt werden kénnen. Die
exponentielle Glattung ist als Spezialfall im allgemeinen Modell enthalten.

Die Anpassung des Modells an eine gegebene Zeitreihe ist sehr flexibel durch die
Vielzahl moglicher Kombinationen der Parameter p, d und q. Dariiber hinaus sind
Priifkriterien zur Identifikation des geeigneten Modells vorhanden.

Fiir die Prognoseergebnisse sind statistisch ermittelte Konfidenzintervalle verfigbar,
die eine objektive Beurteilung der Prognose erméglichen.

Neben diesen unbestreitbaren Vorzigen weist das Verfahren natiirlich auch einige Un-
zulinglichkeiten und Anwendungsprobleme auf, die im folgenden zusammengestellt
sind.

Das Verfahren ist mathematisch sehr anspruchsvoll und wird in der Praxis als aufier-
ordentlich kompliziert angesehen. Dies gilt sowohl fiir das Verstindnis der Algorith-
men des Anfangs- und des Hauptschitzverfahrens als auch fiir die EDV-technische
Realisierung. Die (noch) relativ geringe Verbreitung in der praktischen Unterneh-
mensprognose beruht hauptsichlich auf der Schwierigkeit der Benutzer, den Prog-
nose-Mechanismus zu durchschauen.

Der Programmieraufwand und die Rechenzeiten sind infolge der benutzten Schitz-
verfahren recht hoch. Die hierfiir anfallenden Kosten stehen nicht immer im richti-
gen Verhiltnis zur Verbesserung der Prognose gegeniiber einfachen Verfahren.

Das Verfahren erfordert vom Benutzer sehr viel Erfahrung und auch Fingerspitzen-
gefiihl, z. B. bei der Identifizierung des geeigneten Modells. Die Gefahr der Wahl ei-
nes falschen Modells auf Grund nicht eindeutiger Autokorrelationsfunktionen wird
bei mechanistischer Anwendung des Verfahrens sehr grof3.

Der von Box und Jenkins verwendete Differenzenfilter ist fiir nicht-polynomiale
Trends weniger geeignet. Eine Verbesserung der Ergebnisse konnte der Verfasser
mit einer Modifikation des Verfahrens erzielen (vgl. S. 73 ff.).

Das Verfahren ist am besten flir kurzfristige Prognosen geeignet. Ist der Prognose-
zeitraum linger als eine Periode, werden die Prognosen schlechter, weil in der Prog-
nosegleichung benotigte Werte noch nicht zur Verfiigung stehen. Diese Verschlech-
terung laBt sich allerdings an der Verbreiterung der Konfidenzintervalle im voraus
erkennen.

Das Verfahren ist zunichst nur fiir die univariate Zeitreihenanalyse geeignet. Kausa-
le EinfluBRfaktoren auf die Zeitreihenwerte konnen so nicht erfalt werden. Schritte
zur Erweiterung der Modellstruktur zur multivariaten Analyse, auf die wir hier
nicht eingehen konnen, sind jedoch inzwischen eingeleitet worden (vgl. MARMA-
Modelle, z. B. bei Makridakis/Wheelwright 1978a).
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Das wichtigste Hindernis fiir eine weitere Verbreitung des Box-Jenkins-Verfahrens in
der Praxis ist der mathematische Komplexititsgrad. Um diesen herabzusetzen, haben
Makridakis/Wheelwright (1978a) eine vereinfachte Variante entwickelt, die zusitzlich
noch eine dynamische Anpassung eines Parameters analog zur exponentiellen Glittung
mit o-Anpassung erlaubt. Dieses unter dem Namen adaptives Filtern bekannt geworde-
ne Verfahren ist Gegenstand des nichsten Abschnitts.

III. Das Verfahren des adaptiven Filterns

1. Beziehungen zum Box-Jenkins-Verfahren

Dem Verfahren des adaptiven Filterns liegt dieselbe Prognosegleichung

(85) X =byXeog tbaXep ...+ bpXep FUy — 23Uy — 32Uy —...—2qUg

zugrunde, die wir im vorigen Abschnitt benutzt haben. Dariiber hinaus ist die Theorie
der stationdren Prozesse genau wie im Box-Jenkins-Verfahren theoretisches Funda-
ment. Weitere wichtige Analogien ergeben sich bei der Identifizierung des geeigneten
ARIMA-Modells mit Hilfe der echten und partiellen Autokorrelationsfunktionen und
bei der Bestimmung der Anfangsschitzwerte fir die Modellparameter. Bis hierher sind
Box-Jenkins-Verfahren und adaptives Filtern praktisch identisch.

Der entscheidende Unterschied beider Ansitze liegt im Hauptschatzverfahren der Mo-
dellparameter und bezieht sich auf zwei Sachverhalte (Makridakis/Wheelwright 1978a,
S. 286 ff.):

— Makridakis/Wheelwright passen die Modellparameter dynamisch an, d. h. zu jedem
Zeitpunkt wird mit den aktuellen Zeitreihenwerten und den Schitzfehlern eine
neue Anpassung vorgenominen.

— Sie verwenden eine Lernkonstante zur Steuerung der Schrittweite des Anpassungs-
prozesses.

Diese beiden Sachverhalte, die das adaptive Filtern kennzeichnen, werden im folgen-
den im Detail erldutert.

2. Die dynamischen Anpassungsgleichungen

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist das Ziel, den mittleren quadrierten Schitzfehler
11 2
T2t

zu minimieren. Dieses Ziel ist addquat zu

T
Z u? = Min!,

t=1
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da die Division durch die Konstante T die Lage des Minimums im Raum der Parameter

nicht verindert.

Mit den Anfangsschitzwerten a3, a3, . . ., ag, by,by, ..., bg haben wir einen Wert

der Funktion

T T
(92) Z° = T wl= T (x—b3Xeeg —b3Xez — ... — bOxep +adue,

gewonnen, der aber nicht notwendigerweise das Minimum darstellt. Man bewegt sich
von hier aus schnellstens in Richtung auf das Minimum, wenn man der Richtung des
negativen Gradienten — (3Z[db, , ...,3Z[3by, 3Z[day, . . ., 0Z[day) folgt, da diese den
steilsten Abstieg der Funktion anzeigt. Z ist nun allerdings eine Summenfunktion und
damit hingt der Gradient von allen T Zeitreihenwerten ab, was eine umstindliche
Handhabung bedeutet.

Widrow (1966) hat deshalb eine Approximation des Gradienten vorgeschlagen, die nur
die letzten p bzw. q Zeitreihenwerte benétigt und sich damit schneller an Verinderun-
gen der Zeitreihe anpafit.

Wir ersetzen dazu die Elemente des obigen Gradientvektors durch die partiellen Ablei-
tungen du? / db,, du? / db,, ..., du} [ dag, was bedeutet, daBl wir uns mit einem
,,durchschnittlichen* Gradienten (iiber T Zeitpunkte) zufrieden geben und erhalten fir
den AR-Teil von (92)

2

ouy oy

(%93) 35;=2ut5?i=2ut(—xt-i) Gi=1,...,p)
und fiirr den MA-Teil
au? ou, )
54 gi':z“tg:zutut-i Gi=1,...,9
1

Diese partiellen Ableitungen hingen nicht mehr von der gesamten Zeitreihe, sondern
nur noch von den letzten p bzw. q Werten ab.

Beachtet man das Minuzeichen des negativen Gradienten (Richtung des steilsten Ab-
stiegs) und fiihrt noch eine Schrittweite K ein, deren Bestimmung im niichsten Ab-
schnitt behandelt wird, so ergeben sich folgende neuen Parameterwerte aus den An-
fangsschitzungen

(95) b
%96) g

b + 2 Kuexej (i=1,...,p) AR-Teil
a? — 2Kuauy Gi=1,...,9 MATei

1}
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Bei geeigneter Wahl der Schrittweite K (vgl. nichsten Abschnitt) konvergiert der Itera-
tionsprozeB, der die Parameter zu jedem Zeitpunkt t gemif der folgenden Vorschrift
anpaBt, in endlich vielen Schritten (Widrow 1966, S. 25):

(95a) by = by, + 2Kux, (i=1,...,p) AR-Teil
(963) ait = ait_l - 2 Kutut_i (1 = 1, 6 ey q) MA-Tell

Man hat also durch die Approximation des Gradienten mit (95a) und (96a) zwei leicht
zu programmierende und auszuwertende Formeln gewonnen, die dariiber hinaus den
Vorzug besitzen, die Parameter in Abhingigkeit von K und dem aktuellen Schitzfehler
u; dynamisch anzupassen. Diese Gleichungen sind Bestandteil des am Lehrstuhl des
Verfassers von Herrn Gunter Paetow entwickelten und implementierten EDV-Pro-
gramms.

Die besten Werte von b;; und a;; erhélt man mit der letzten Anpassung b;T und a;p am
Ende der Zeitreihe. Diese Werte kann man nun benutzen, um am Anfang der Zeitreihe
neu zu starten (2. Iteration). Im allgemeinen konvergieren die Parameterwerte bei ge-
eigneter Wahl von K nach wenigen Iterationen.

3. Steuerung der Schrittweite durch eine Lernkonstante

Die hohe Flexibilitit des Adaptiven Filterverfahrens wird mafigeblich durch die Lern-
konstante K erreicht. Die Konvergenz des Verfahrens ist jedoch nicht bei jeder beliebig
groBen Schrittweite gewihrleistet, sondern nur, wenn gilt (Widrow 1966, S. 25)

1

t-1 2 t-1 2
Z xjt+t Z y
i=t-p i=t-q

(O7) 0<K<

Mit der Kenntnis der p letzten Zeitreihenwerte und der q letzten Schitzfehler kann so-
mit die Obergrenze von K angegeben werden.

Standardisiert man alle Zeitreihenwerte und alle Schitzfehler, indem sie z. B. jeweils
durch ihr Maximum diviert werden’, so Lt sich eine ,,vorsichtige* Obergrenze von K
durch folgende Uberlegung gewinnen:

Der groite standardisierte Wert ist gleich Eins, alle anderen liegen zwischen Null und
Eins. Daher gilt

1, -1,
Z xi<p und Z vy <q
=t..p i=t—q

7 Evtl. soliten die Werte vorher in den positiven Bereich (IR*) verschoben werden.
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und wir erhalten die einfach auszuwertende Ungleichung

1
98 0 <KL ——
©8) ptq
Innerhalb dieses Bereiches 1488t sich K variieren, ohne die Konvergenz des Verfahrens

zu gefihrden. Der Anpassungsproze liuft im allgemeinen um so rascher ab, d. h. die
Zahl der Iterationen ist um so kleiner, je niher K an der Obergrenze gewihit wird.

Als Anschauungsbeispiel fiir die dynamische Anpassung nehmen wir die kiinstliche
Zeitreihe

x; =128 x,=64 x3=32 x4=16 x5=8 X¢=4 X7=2 xg=1
und behandeln sie mit einem AR(1)-Modell
Xt =bix¢_1 tu

Man sieht sofort, daf§ b, den Wert 0,5 erhalten miiite. Wir wihlen b} = 1,0 und K =
0,1, um den Anpassungsproze3 zu verfolgen. Tabelle 12 zeigt, da® nach zwei lteratio-
nen b; gegen den Wert 0,5 konvergiert, so dal das Verfahren abgebrochen werden
kann.

Fiir die dynamische Anpassung der Parameter solite nicht direkt auf Gleichung (95a)
zuriickgegriffen werden. Eine Normalisierung des Satzes der Zeitreihenwerte (x;_;;
i=1,...,p)und des Schitzfehlers (u;) fihrt in der Anpassungsphase zu einer schnel-
leren Konvergenz der Parameter gegen den Satz der ,,optimalen* Parameter.

Die normalisierten Zeitreihenwerte (x:_i; i=1,...,p)und den normalisierten Schitz-
fehler (u:) erhalten wir, indem wir die Zeitreihenwerte und den Schitzfehler durch

L o2
NK= /2 %2,

i=1

teilen.

Die Verwendung von NK als Normalisierungskonstante fiilhrt zu einer um 5 % schnelle-
ren Anpassung der Parameter an die ,,optimalen* Parameter als die Verwendung des
groBten Zeitreihenwertes aus jedem Satz von p Zeitreihenwerten als Normalisierungs-
konstante (vgl. Makridakis/Reschke/Wheelwright 1980, S. 94 f.).
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Tabelle 12

Iteration t by, X¢ R X{_q Ug ug

1 1 — 128,00 — — - —
2 1,00 64,00 12800 1,00 —64,00 --0,50
3 090 32,00 57,60 1,00 -25,60 —-0,40
4 0,82 16,00 26,24 1,00 -10,24 0,32
5 0,76 8,00 12,16 1,00 — 4,16 -0,26
6 071 4,00 5,68 1,00 — 1,68 -0,21
7 0,67 2,00 2,68 1,00 - 0,68 -0,17
8 064 1,00 1,28 1,00 - 0,28 -0,14

2 1 — 128,00 - — — —
2 061 64,00 78,08 1,00 —-14,08 -0,11
3 059 32,00 37,76 1,00 — 5,76 -0,09
4 0,57 16,00 1824 1,00 — 2,24 0,07
5 0,56 8,00 896 1,00 — 096 -0,06
6 0,55 4,00 440 1,00 - 040 -0,05
7 054 2,00 2,16 1,00 - 0,16 -0,04
8 0,53 1,00 106 1,00 - 0,06 -0,03

4. Aktienkursprognose durch adaptives Filtern

Bei der Analyse des Box-Jenkins-Verfahrens hatten wir die Zeitreihe des Aktienindex
als ARIMA (1,1,1)-Modell identifiziert. Wir wollen an dieser Stelle zeigen, daf§ der MA-
Teil durch einen AR-Teil hoherer Ordnung (vgl. auch dazu Gleichung (62)) approxi-
miert werden kann. Nach vielen Experimenten mit verschiedenen AR-Modellen erwies
sich ein AR(12)-Modell ohne Differenzenbildung als adiiquat, das nunmehr vorgestellt
werden soll.

Mit p = 12 ergibt sich fiir K die obere Schranke %2= 0,083. Eine bessere Anpassung
brachte jedoch der Wert K = 0,005. Nach 10 Iterationen betrug die mittlere quadrierte
Abweichung MQA = 6,07 und die Wurzel aus MQA = 2,46, was einem prozentualen
mittleren Fehler von 2,5 % entspricht.

Aufgrund der geschitzten Parameter konnte folgende Prognosegleichung fiir das
AR(12)-Modell aufgestellt werden:

R¢ = 1,107%,_; — 0,158x,_, + 0,004x,_3 + 0,045x,_4 — 0,019%;_s
- 0,063x¢.¢ +0,0003x;_7 + 0,163x;_g — 0,14x_9 + 0,146x;_1¢
+0,039x;_1; — 0,122x¢_1,
Im Rahmen der Box-Jenkins-Theorie ist ein Wert von b; > 1 nicht optimal, doch ist

dies in unserem Fall darauf zuriickzufiihren, da® die nicht-stationire Zeitreihe selbst
verwendet wird, ohne eine Differenzenreihe zu bilden. In dem Koeffizienten b, =
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1,107 kommt daher zusitzlich der Trend der Zeitreihe zum Ausdruck. Gerade in ei-
nem solchen Fall der nicht-adiquaten Modellspezifierung (Nicht-Stationaritit, Ver-
nachlissigung des MA-Teils) zeigt sich die Robustheit des Verfahrens, das trotzdem gu-
te Prognoseergebnisse liefert.

Weitere Finzelheiten zum adaptiven Filtern mit einer umfangreichen Fallstudie findet
man in (Hiittner 1982, S. 142 ff.).

5. Kritische Zusammenfassung

Das adaptive Filtern zeichnet sich durch vier Hauptvorziige aus:

— Selbstanpassung der Modellparameter in einem dynamischen Proze

— Einfache Herleitung und Handhabung der Anpassungsgleichungen (95a) und (96a)
— Universelle Anwendbarkeit auf alle ARIMA-Modelle

— Robustheit bei falscher Modellspezifikation (vgl. Abschnitt 4.)

Diese Vorziige haben dem Verfahren im angloamerikanischen Bereich eine gewisse Ver-
breitung in der Praxis verschafft und damit dem Box-Jenkins-Verfahren eine ernstzu-
nehmende Konkurrenzmethode an die Seite gestellt, die die Vorteile der exponentiel-
len Glittung (Einfachheit, Selbstanpassung) mit der Flexibilitit von Box-Jenkins gut
kombiniert.

Hauptnachteil des Verfahrens ist der fehlende statistisch-theoretische Unterbau, da die
statistischen Eigenschaften des Filters noch weitgehend ungeklirt sind und keine Kon-
fidenzintervalle fiir die Prognosen abgeleitet werden konnen. Dariiber hinaus ist die op-
timale Bestimmung der Lernkonstanten K ein Problem, das noch nicht geldst werden
konnte, dessen Losung aber dem Verfahren in Zukunft noch grofiere Anwendungsmog-
lichkeiten erschliefen kénnte.
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F. Prognosen mit Wachstums- und Sattigungs-
modellen

I. Langfristige Trendextrapolation

In den zuriickliegenden Kapiteln haben wir uns iiberwiegend mit Prognoseverfahren be-
faBit, die kurz- bis hochstens mittelfristige Prognosen erlauben, weil sie auf die Zeitrei-
henwerte und die Schitzfehler der Vergangenheit zuriickgreifen. Umfassen die Progno-
sen einen Zeitraum, der linger als eine Periode ist, so fehlen z. B. in der Prognoseglei-
chung

Xt+2 = b1Xes1 +baX ¥ baXeoy Fupea —ajugsy — Uy — azuy

der Zeitreihenwert x4 sowie der Schitzfehler uy, , da sie zum Zeitpunkt der Prog-
nose noch nicht bekannt sind. Solche mehrperiodigen Prognosen werden also mit zu-
nehmendem Zeithorizont immer unsicherer und verlieren bei etwa 4 bis 6 Prognosepe-
rioden jede praktische Bedeutung.

Will man langfristige Prognosen abgeben, so ist man gezwungen, das ehrgeizige Ziel ei-
ner moglichst genauen Voraussage der zukiinftigen Zeitreihenstruktur aufzugeben und
sich statt dessen mit der Prognose einer ,,allgemeinen Richtung* der Zeitreihe, d. h. ih-
res Trends, ungeachtet etwaiger kurzfristiger Schwankungen, zu bescheiden. Mit den
Verfahren, die dieser Aufgabe der ,,Trendprognose* gewidmet sind, beschiftigen wir
uns in diesem Kapitel.

Neben der einfachen Trendextrapolation mit polynomialen Funktionen werden die ex-
ponentielle Wachstumsfunktion sowie zwei Ansitze behandelt, die ein Sittigungsni-
veau in die Analyse einbeziehen und damit besonders zur Prognose der Verbreitung
langlebiger Konsumgiiter in der Bevolkerung (z. B. Pkw-Bestand) herangezogen wer-
den.

Die einfache Trendextrapolation paflt an die Vergangenheitswerte der Zeitreihe ein
Polynom (méglichst) niedrigen Grades an, das die Summe der quadrierten Abweichun-
gen zwischen den wahren Zeitreihenwerten und den Trendwerten minimiert.

Das so gewonnene Trendpolynom kann dann beliebig weit in die Zukunft extrapoliert
werden, solange die Zeitstabilitdtshypothese gilt.

Vor der quantitativen Darstellung der Trendextrapolation ist noch zu kliren, warum
ein niedriger Polynomgrad anzustreben ist. Es li3t sich zwar durch jede Zeitreihe von
T Werten ein Polynom (T—1)—ten Grades legen, das alle Zeitreihenwerte enthilt, doch
ist damit fiir die Prognose iiberhaupt nichts gewonnen, da die Extrapolation eines Poly-
noms von hoherem als zweitem Grade durch die starke Steigung der Funktion schnell
zu sinnlosen Entwicklungen fiihrt. Dies sei an folgendem Beispiel verdeutlicht.
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Eine Zeitreihe bestehe aus den vier Beobachtungswerten
X1=0 X2=2 X3=1 X4=3

Wir konnen hierfiir ein Polynom 3. Grades in der Zeitvariablen t finden, das diese
Werte reproduziert, d. h. sich ,,optimal* an die Zeitreihe anpaft.

X¢ = 29 + 2 t + apt? + agt3

Die Parameter a,, a;, 32, a3 bestimmt man durch Einsetzen der Zeitreihenwerte und
der Zeitvariablen t in die obige Gleichung:

ag + a; + a; + a3
g + 2a; + 4a, + 8aj
ag + 3a; + 9a, + 27a;
ap + 4a; + 16a, + 64a,

0
2
1
3

Aus dem so entstehenden linearen Gleichungssystem von vier Gleichungen ergeben sich
die ,,optimal“ angepafiten Parameterwerte, so dafl der Ansatz fiir diese Zeitreihe lau-
tet:

35, 15

Xt‘_‘—“ll‘f‘_‘t

2 3
+ +
) 2t t U¢

\

Obwohl bei dieser Anpassung keine Abweichungen der Zeitreihenwerte von den er-
rechneten Trendwerten auftreten, ist dieses Polynom fiir die Prognose ungeeignet, wie
die extrapolierten Werte x5, X, X7 in der folgenden Tabelle zeigen:

Tabelle 13

Trendextrapolation mit einem Polynom dritten Grades

t Xt )/Et ﬁt
1 0 0 0
2 2 2 0
3 1 1 0
4 3 3 0
5 — 14 _
6 - 40 -
7 — 87 _

Die extrapolierten Werte entsprechen sicherlich in keiner Weise der Struktur der Zeit-
reihe x,; bis x4. Der steile Anstieg des Polynoms ist fiir Prognosezwecke ungeeignet.
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Aus diesem Grund versucht man, mit linearen oder hichstens quadratischen Funktio-
nen auszukommen. Ein Ausschalten der Zufallskomponente u; ,,mit Gewalt*, wie dies
durch die obige Anpassung geschah, ist sicher fiir die stochastischen Prozesse der Reali-
tit unangemessen.

Die Annahme eines linearen Trends sollte immer am Anfang einer Trendanalyse ste-
hen. Man unterstellt in diesem Fall eine Prognosegleichung der Form

(99) Xt = a9 + alt + Ug

und schiitzt die Parameter ay und a; mit dem Ziel, die Summe der Abweichungsqua-
drate

g m

2
U,

t=1

wihrend der Beobachtungsperiode t =1, . . ., T zu minimieren. Hier tritt die Ahnlich-
keit zum Trendmodell der exponentiellen Glittung zutage (vgl. S. 33 ff.), bei dem wir
die Summe der gewogenen Abweichungsquadrate minimiert haben.

Wir minimieren also folgende Zielfunktion (Kleinste-Quadrate-Methode)
T
(100) Z= = u?= X (x;—ap—at)> = Min!
1
indem wir die ersten partiellen Ableitungen nach a, und a, gleich Null setzen.
T

(101a) 9z _ -2 2 (xg—ag—a;t) =0

aao t=1

aZ I
(101b) =— = -2 3 (xy—ag—a;t) -t =0

aal t=1

Fir nicht-negative quadratische Funktionen sind auch die hinreichenden Bedingungen
fiir ein Minimum erfiillt, so daB wir mit (101) a, und a; bestimmen kénnen und damit
die sog. Normalgleichungen erhalten

T T
(102a) 3T +3, 2 t = = x,
t=1 t=

N T N T 2 T
(102b) ag X t+ a; 2 tt=Z Xt ° t
t=1 t=1 t=1

106



Fiir unser Beispiel in Tabelle 13 ergeben sich folgende Ausdriicke:

4 4 4 4
Tt=10 T x=6 Z t2=30 % x,-t=19
t=1 t=1 t=1 t=1

Die Prognosegleichung wird aufgestellt durch Auflosen von (102) nach a, und a, so-
wie Einsetzen in (99)

(103) xt=_l+_t+ut (t=1,2,...,7)

8]
wnips

Tabelle 14 enthilt die Anpassungs- und Prognosewerte.

Tabelle 14

Trendextrapolation mit linearer Funktion

t Xt R i i
1 0 0,3 -0,3 0,09
2 2 1,1 09 0,81
3 1 19 -0,9 0,81
4 3 2,7 0,3 0,09
5 - 3,5 — -
6 - 43 - -
7 - 5,1 - -

Obwohl die Anpassung mit 2{‘121 = 1,8 schlechter als mit dem Polynom dritten Grades
ausfillt, scheint sich die Prognose doch besser im Rahmen des zu erwartenden Trends
zu bewegen.

Stellt man bei der Betrachtung des Graphen einer konkreten Zeitreihe eine tatsichlich
nicht-lineare Struktur fest, so sollte man zunichst priifen, ob eine quadratische Funk-
tion problemangemessen ist. Dies geschieht durch Minimierung der Zielfunktion

T T s
(104) Z= % ul= 3T (x;—2 —at—at’)? = Min!

und Bestimmung der Parameter 4o, 8, und 3, in genau derselben Weise wie oben be-
schrieben. Ist die quadratische Trendanpassung unbefriedigend, so lassen sich vielleicht
nicht-polynomiale Trendfunktionen anwenden, die in den néchsten Abschnitten dieses
Kapitels besprochen werden.
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II. Die Exponentialfunktion

1. Prognosegleichung und Parameterschiitzung

Eine Reihe von 6konomischen Prozessen zeigt einen Verlauf, der durch eine nur in ge-
wissen Grenzen schwankende, im Trend aber weitgehend konstante Wachstumsrate ge-
kennzeichnet ist. Die Zeitreihe entwickelt sich dann in exponentieller Weise, wie unten
im einzelnen gezeigt wird. Beispiele fiir solche Prozesse sind Bruttosozialprodukt und
Volkseinkommen sowie die davon abhiingigen Zeitreihen, aber auch zuweilen das Be-
volkerungswachstum und Kapitalakkumulationsprozesse.

Fundament der exponentiellen Wachstumsfunktion ist folgende Annahme:

Das Wachstum der Zeitreihe {x,}, d. h. ihre zeitliche Verinderung Ax, ist pro-
portional zum bisher erreichten Niveau x,.

Diese Annahme, deren Zutreffen natiirlich fir jede konkrete Zeitreihe gepriift werden
muB, kleiden wir nun in eine Gleichung, wobei wir aus mathematischen Griinden (An-
wendung der Infinitesimalrechnung) statt der diskreten Zeitreihe {x,} einen kontinu-
ierlichen Prozef x(t) zugrunde legen.

(105)  x'(t) = % = ax(t) oder (105a) );x(%) =2

x' gibt dabei die marginale zeitliche Verinderung von x an, und x'/x die relative Verin-
derung, d. h. die Wachstumsrate, die gemifl Annahme konstant sein soll.

(105) ist eine Differentialgleichung, die gelost werden mu8, um die Funktion x(t) ex-
plizit anschreiben zu kénnen. Zu diesem Zweck formen wir (105) um in

(106)

> |-

dx = a - dt und integrieren
(107) f2dx = fadt + InC

wobei In C die Integrationskonstante bedeutet. Die Integration liefert die Funktion
(108) Inx = at + InC

die nach Entlogarithmieren in die Exponentialfunktion iibergeht.

(109) x(t) = Ce (e = 2,71828...; teIR)

Will man (109) als Prognosegleichung benutzen, so miissen die Parameter C und a aus
der Zeitreihe geschitzt werden. Dafiir steht uns das Verfahren der kleinsten Quadrate
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(KQ) aus dem letzten Abschnitt (S. 106) zur Verfiigung. Wir konnen es jedoch nicht
direkt auf (109) anwenden, da die Schitzgleichung linear in den Parametern sein muf.
Gleichung (108) ist jedoch dafiir geeignet und wir erhalten fiir eine diskrete Zeitreihe
den Ansatz

(108a) Inxy = InC + at + u; t=1,...,7)
und die Zielfunktion

T T
(1100 2= % ut2 = Z (lnxtvlnC—at)2 = Min!
t=1 t=1

In genau gleicher Weise wie in Abschnitt I ergeben sich nun die geschitzten Parameter
In€ und 4, wenn man in den Gleichungen (102a) und (102b) 8y = In€ und &, =4 setzt.
Nach Enthlogarithmieren der Schitzgleichung erhalten wir die endgiltige Exponential-
funktion

(111) % = Ceit*iy t=1,...,7)

mit der Prognosegleichung

(112) % = Ce® (t=T+1,T+2,...)

Zur Illustration sei nun ein Beispiel fiir das exponentielle Modell durchgerechnet.

2. Anwendungsbeispiel: Prognose der Weltbevolkerung

Die seit 1920 in 10-Jahres-Abstinden vorliegenden Werte der Zeitreihe Entwicklung
der Weltbevolkerung (Quelle: G. Bruckmann (1978), S. 51) sollen durch eine exponen-
tielle Funktion reproduziert werden. Die Zeitreihenwerte sind in Tabelle 15 darge-
stellt.

Tabelle 15

Entwicklung der Weltbevolkerung in Mrd.
Jahr t Xt Jahr t X4
1920 1 1,794 1960 5 2,982
1930 2 1,996 1970 6 3,632
1940 3 2,228 1980 7 4,330
1950 4 2,486 1990 8 —
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Nach Anwendung der KQ-Methode auf Gleichung (108a) ergeben sich fiir die Parame-
ter Werte von

= 1,4713

und a = 0,1476,

so daB die Prognosegleichung (112) fiir unser Beispiel lautet:
% = 1,4713 - %1476

Die Zeitreihen- und Prognosewerte sind in Tabelle 16 wertmifig und in Abbildung 21
graphisch dargestellt.

>

Tabelle 16
Jahr t Xy X
1920 1 1,794 1,705
1930 2 1,996 1,977
1940 3 2,228 2,291
1950 4 2,486 2,655
1960 5 2,982 3,078
1970 6 3,632 3,567
1980 7 4,330 4,134
1990 8 — 4,792
MAA =0, WMQA=0,1 U=0,2
1
[MRD}
5.000 -
8
4.500+ e
4.0004 »
3.500 1
3.000
2.500
2.000+
1.500
1.000
0.500
9.000 T T T - T T T ]
20 30 40 =]e] 80 70 80 g0
Abbildung 21

Entwicklung der Weltbevolkerung (Prognose gestrichelt)
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Die gute Ubereinstimmung der Ist- und Prognosewerte wird durch die Giitemaf}e sowie
durch die Abbildung der Zeitreihen bestitigt.

III. Die logistische Funktion

Die logistische Funktion und ihre Varianten sind in zahlreichen Verdffentlichungen
der Prognoseliteratur beschrieben worden (vgl. vor allem Lewandowski 1974, S. 265
ff., Lewandowski 1980, S. 156 ff. und Mertens 1981, S. 192 ff.). Hieraus geht schon
ihre Bedeutung fiir die betriebliche Praxis hervor. So geht z. B. der Absatz vieler Pro-
dukte nach einer Wachstumsphase in eine ruhigere Entwicklung iiber, die schlieflich in
der Stagnation endet, weil der Markt mit dieser Produkt gesdrzigt ist.

Beispiele fiir ein solches Wachstum mit Tendenz zur Sittigung lassen sich auf dem
Markt fiir langlebige Konsumgiiter leicht finden. Es ist fiir die Produzenten aufieror-
dentlich wichtig,

— den Trend der Absatzentwicklung und
— das vermutliche Sattigungsniveau

zuverlissig zu prognostizieren, um sich rechtzeitig auf andere, wachstumstrdchtigere
Produkte umstellen zu konnen. Wir wollen dieses Problem nun quantitativ zu 16sen
versuchen.

1. Ableitung der logistischen Anpassungsgleichung

Auch die logistische Funktion beruht wie die exponentielle auf einer Fundamentalan-
nahme, die wie folgt formuliert werden kann:

dx
dt

a) dem jeweils erreichten Niveau x (t) und

Das Wachstum == der Zeitreihe x (t) ist proportional

b) dem Abstand zwischen dem erreichten Niveau x(t) und dem absoluten
Sittigungsniveau S .

Es gibt also eine fordernde Wachstumskomponente (x(t)) wie im exponentiellen Mo-
dell, dariiber hinaus aber auch eine hemmende Komponente, da der Abstand (S — x(t))
mit zunehmendem Niveau x abnimmt.

Die Fundamentalannahme lautet quantitativ

(113) x = g’ti = ax(S—x)
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Daraus folgt eine abnehmende Wachstumsrate der Zeitreihe

(114) i—, = a(S —x)

Die Differentialgleichung (113) kann nicht ohne weitere Umformungen integriert wer-
den, so dafl wir die Ableitung kurz nachvollziehen wollen. Wir gehen von (113) aus

und setzen aus mathematischen Griinden x # 0 und x # S voraus.

- 1 -
(113a) dx = ax(S —x)dt bzw. X(5-%) dx = adt
Dies wird umgeformt zu
S—x+x S—x X
= dx dx = adt
Sx (S —x) Sx(S —x) Sx(S —x)

Hieraus ergibt sich

1 1
xdx * S—x

dx = aSdt
Setzen wir nun z = S — x und damit dz/dx = — 1, so kénnen wir die Integration
1 1
f;dx + f—;dz=andt+C

ausfithren und erhalten (C ist die Integrationskonstante)

Inx —Inz=2aSt + C

Hier ist z wieder durch S — x zu ersetzen und die Logarithmenregel II anzuwenden

(Ina—-Inb = In@)

ln(s%x') =aSt+C

Entlogarithmieren ergibt x/ (S — x) = e*5** und schlieBlich durch Auflésen nach x

die Gleichung der
logistischen Funktion

_ S
(115) x(t) = l—'am
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Auf den ersten Blick miissen diesmal drei Parameter geschiitzt werden: a, S und C. Dies
trifft jedoch nur scheinbar zu, da wir C durch S schitzen konnen. Formel (115) lautet
namlich fir t = 1

x(1) = -—l+—s_aé_—c- und daraus ergibt sich
e
S —x(1
e € = ;—(T;g‘s‘) (x(1) #0)

Wir haben also nur die Parameter S und a zu schitzen.

2. Schitzung der Parameter

Gleichung (115) ist zur Schitzung von S und a nicht unmittelbar geeignet, weil die Pa-
rameter nicht linear verkniipft sind. Wir transformieren daher die Zeitreihe {x.} nach
folgender Vorschrift und fithren dabei neue Variable y; und z, ein:

y =+ z, = 1
t < =
Xt t Xt+1

Eingesetzt in (115) fiihrt dies bei kontinuierlicher Betrachtung zu

1+ e—aSt—C

y="g¢g und

1+ e-—aS(t+l)-C (1 + e—aSt-C) e-aS +1-— e—aS
S B S

Hiermit gewinnt man eine lineare Funktion in y und z

1 _ e—aS
. + —_———
y S

oder, wenn e~5 = b, und (1 — ¢™5)/S = b, gesetzt wird
(116) z; = by + by + uyy t=1,...,7)

deren Parameter b, und b; mit der Methode der Kleinsten Quadrate geschitzt werden
konnen.
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A A . A
Aus den Schitzwerten by und b, errechnen wir nun S und 2:

A

S - 0 1 —e‘alg =1 —31 - Daraus folgt

_— >
ag>

N
bo

1

(117) § =

A A

undaus —4 S = Inb, ergibt sich

Inb, - b
A _ 1 0
(118) a= 1 —Bl

Damit haben wir formal das Schitzproblem gelést. An empirischen Beispielen zeigt
sich jedoch, daf insbesondere die Schitzung des Sittigungsniveaus S sehr unsicher ist
und die Prognose sehr beeintrichtigen kann.

Es sollte grundsitzlich angestrebt werden, das Sittigungsniveau nicht aus der Zeitreihe
selbst zu schitzen, sondern exogen, d. h. aus externen Quellen und zusitzlichen Uber-
legungen zu bestimmen. So versucht man z. B. das Sittigungsniveau des Pkw-Bestandes
in der BRD aus der Bevolkerungsentwicklung abzuleiten. Wenn eine solche externe Be-
stimmung von S méglich ist, vereinfacht sich das Schitzproblem wie folgt:

Aus (115) ergibt sich S/x = 1 +e~#5t~C ynd durch Logarithmieren

(119) In (3_1) = _C-aSt

Auf diese Gleichung kann man direkt die KQ-Methode anwenden und bei bekanntem S
den Parameter a schitzen.

Haufig haben wir jedoch — insbesondere bei jungen Produkten — keine exogenen Vor-
stellungen iiber das Sittigungsniveau und miissen dann die ausfithrliche Schitzung von
a und S mit (116) vornehmen.

3. Anwendungsbeispiel: Prognose der Ausstattung deutscher
Privathaushalte mit Farbfernsehern

Seit 1968 liegt eine Zeitreihe vor, die angibt, welcher Anteil der deutschen Privathaus-
halte ein Farbfernsehgerit besitzt (Quelle: Statistische Jahrbiicher, 20.7 Ausstattung
ausgewihlter privater Haushalte mit ausgewihlten langlebigen Gebrauchsgiitern, Haus-
haltstyp 2). Die Entwicklung dieser Zeitreihe (vgl. Abbildung 22) folgt einer logisti-
schen Funktion. Wir bestimmen das Sittigungsniveau exogen, indem wir annehmen,
dal maximal 90 % der Haushalte ein Farbfernsehgerit haben werden und die restlichen
10 % entweder kein Fernsehen mogen oder nicht auf Farbgerite umsteigen wollen.

Die in Tabelle 17 dargestellte Zeitreihe gibt den Anteil deutscher Privathaushalte mit
Farbfernsehgeriten wieder.
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Tabelle 17

Anteil der Privathaushalte mit Farbfernsehgerit (in %) an allen Privathaushalten

Jahr t X¢ Jahr t X¢
1968 1 20 1975 8 29,3
1969 2 34 1976 9 422
1970 3 3,5 1977 10 50,1
1971 4 3,8 1978 11 60,9
1972 5 9,1 1979 12 69,2
1973 6 10,9 1980 13 73,8
1974 7 21,1
Tabelle 18
Prognose des Anteils der Farbfernsehgerite bis 1985
Jahr t Xt Qt
1968 1 2,000 1,571
1969 2 3,400 2,485
1970 3 3,500 3,904
1971 4 3,800 6,078
1972 5 9,100 9,331
1973 6 10,900 14,033
1974 7 21,100 20,503
1975 8 29,300 28,834
1976 9 42,200 38,644
1977 10 50,100 49,123
1978 11 60,900 59,171
1979 12 69,200 67,861
1980 13 73,800 74,734
1981 14 - 79,794
1982 15 - 83,327
1983 16 - 85,702
1984 17 — 87,260
1985 18 — 88,265
MAA=13 WMQA =17 U=0,2
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Durch die Vorgabe des Sattigungsniveaus kénnen wir die Parameter a und C nach Glei-
chung (119) schitzen. Es ergeben sich Werte von

= 0,0052 und

Die Prognosegleichung (115) fiir unser Beispiel lautet

. 90
Xt = 4 o-0468 - 1-(-4,4979)

Prognose- und Zeitreihenwerte sind in Tabelle 18 wiedergegeben.

Die Giitemafle zeigen, daft sich mit Hilfe der logistischen Funktion das Verhalten der
Zeitreihe relativ gut wiedergeben 1ifit. 1985 ist die Sittigung praktisch erreicht. Ab-
bildung 22 vereinigt Zeitreihe und Prognosereihe (bis 1985) in einem Bild.

[£ 3]
80.00 - &

81.00 P
72.00
63.00
54.00
45.00 4
35.00 4
27.00

18.00+

0.00 T T Ty T T T T T T T T T T T T T 1

68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 Bt 82 83 84 85

Abbildung 22
Ausstattung privater Haushalte mit Farbfernsehgeriten (Prognose gestrichelt)
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IV. Die Gompertz-Funktion
1. Ableitung der Anpassungsgleichung

Die Gompertz-Funktion — benannt nach dem osterreichischen Statistiker Gompertz —
ist im Gegensatz zur logistischen Funktion asymmetrisch aufgebaut, da die Wachstums-
rate nicht so schnell abnimmt.

Fundamentalannahme der Gompertz-Funktion:

Das Wachstum % der Zeitreihe x (t) ist proportional

a) dem jeweils erreichten Niveau x (t)
b) der logarithmischen Differenz zwischen Sittigungsniveau S und bisher erreichtem
Niveau x (t).

Quantitativ lautet diese Annahme

(1200 x' = %2(‘ = ax(InS—-1Inx) = axln(§)
t X
Wir substituieren z = In (§) mit z __1 und erhalten
X dx X
Eil~l=adt oder —E=adt
X z z

Das Integral
— f% dz = fadt + C ergibt

—Inz=a +C und nach zweimaligem Entloga-

rithmieren
-at-C
x =8 ¢e°

Setzt man hier e = A und e~ = B ein, so folgt der bekannte Ausdruck der Gompertz-
Funktion

(121)  x(f) = Se-BA

wofiir die drei Parameter S, A und B aus den Zeitreihenwerten zu schitzen sind.

2. Schiitzung der Parameter

Falls das Sittigungsniveau S exogen bestimmt wurde und damit als bekannt vorausge-
setzt werden kann, gestaltet sich die Schitzung von A und B relativ einfach.
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Aus (121) entwickeln wir durch zweimaliges Logarithmieren
(122) Inn} =B+ A -t

und schitzen hieraus mit der KQ-Methode In ﬁ und In 3sowie ﬁ und A‘ .

Soll das Sittigungsniveau S endogen mitgeschitzt werden, so setzen wir z; = X4+, und
erhalten

t+1 t t
zZ, = Se—-BA( ) - S(e~BA )A - Sl-—A(Se—BA )A - Sl—Ax;\

und daraus die Schitzgleichung fir die KQ-Methode
(123) Inz; = (1-A)InS + Alnx,

Hieraus werden A und S ermittelt, so dal man S in (122) einsetzen kann, um nun B zu
schitzen. Die (nahe) Ubereinstimmung der Schitzwerte fiir A nach (122) und (123) ist
dabei ein MaR fiir die Giite der Schitzung.

3. Anwendungsbeispiele
a) Ausstattung privater Haushalte mit Waschmaschinen

Die in Tabelle 19 dargestellte Zeitreihe, Ausstattung privater Haushalte mit Waschma-
schinen (Quelle: Statistische Jahrbiicher, 20.7 Ausstattung ausgewihlter privater Haus-
halte mit ausgewihlten langlebigen Gebrauchsgiitern, Haushaltstyp 2), soll mit Hilfe
der Gompertz-Funktion prognostiziert werden.

Wir gehen von einem Sittigungsniveau von 100 % aus, d. h. jeder Haushalt wird maxi-
mal eine Waschmaschine haben. Bei exogen gegebenem Sittigungsniveau lassen sich die
Parameter der Funktion nach Gleichung (122) unter Anwendung der KQ-Methode
schitzen. Wir erhalten fiir die Parameter Werte von

0,8925
1,8941 ,

o> >
n

und
so daf sich die Prognosefunktion nach Gleichung (121) fir unser Beispiel ergibt
% = 100 - ¢~18%%1 - 0,8925"

Die Zeitreihen- und Prognosewerte sind in Tabelle 20 wiedergegeben.

1 Die entlogarithmierten Schitzwerte sind nicht mehr erwartungstreu, diirften aber in der Nihe
der wahren Werte liegen. Zur Erwartungstreue vgl. Kapitel G., S. 129 f.
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Tabelle 19

Ausstattung privater Haushalte mit Waschmaschinen (in %) von allen Privathaushalten

Jahr t X; Jahr t X;
1965 1 19,8 1973 9 49,1
1966 2 189 1974 10 520
1967 3 27,4 1975 11 57,6
1968 4 320 1976 12 63,2
1969 5 354 1977 13 62,1
1970 6 375 1978 14 650
1971 7 456 1979 15 75,6
1972 8 452 1980 16 78.8
Tabelle 20
Zeitreihen- und Prognosewerte des Beispiels von Tab. 19
Jahr t Xy %
1965 1 19,800 18,443
1966 2 18,900 22,120
1967 3 27,400 26,016
1968 4 32,000 30,069
1969 5 35,400 34216
1970 6 37,500 38,398
1971 7 45,600 42,561
1972 8 45,200 46,655
1973 9 49,100 50,641
1974 10 52,000 54,485
1975 11 57,600 58,161
1976 12 63,200 61,651
1977 13 62,100 64,942
1978 14 65,000 68,028
1979 15 75,600 70,905
1980 16 78,800 73,575
1981 17 — 76,043
1982 18 - 78,316
1983 19 - 80,402
1984 20 - 82,310
1985 21 - 84,051
MAA=23 WMQA =2,6 U=0,5
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Eine gute Reproduktion der Zeitreihe durch die Gompertz-Funktion weisen die obigen
Werte der GiitemafBe nach, was optisch durch Abbildung 23 bestitigt wird.

%!
90.00+

82.0041
74.00+
66.00 4
58.004
$0.00+4
42.00+

34.004

18.00

10.00 T T T T T Y T T T T T T T T T T T T T T 1

B85 B6 657 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85

Abbildung 23

Ausstattung privater Haushalte mit Waschmaschinen (Prognose gestrichelt)

Nachdem im obigen Beispiel das Sittigungsniveau exogen bestimmt wurde, soll nun ne-
ben den Parametern A und B auch das Sittigungsniveau endogen geschitzt werden.

b) Pkw je 1000 Erwachsene Wohnbevlkerung

Die Entwicklung des Pkw-Bestandes ist schon seit 1955 ein bevorzugter Gegenstand
der Langfristprognose. Die Werte der Zeitreihe, Pkw je 1000 Erwachsene Wohnbeval-
kerung (Quelle: Deutsche Shell AG, Aktuelle Wirtschaftsanalysen 13, Aufschwung
nach der Talfahrt, Shell-Prognose des Pkw-Bestandes bis zum Jahr 2000, Hamburg
1981, S. 20), fiir unser Beispiel liegen seit 1952 vor und sind in Tabelle 21 wiederge-
geben.
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Tabelle 21
Pkw je 1 000 Erwachsene Wohnbevélkerung

Jahr t X¢ Jahr t X¢

1952 | 28,237 1967 16 | 258,534
1953 2 34,499 1968 17 | 273,691
1954 3 41,009 1969 18 | 295,398
1955 4 48,600 1970 19 | 323,342
1956 5 58,979 1971 20 | 344,765
1957 6 69,582 1972 21 | 360,773
1958 7 82910 1973 22 | 373,144
1959 8 97,758 1974 23 | 379473
1960 9 | 116,344 1975 24 | 396,886

1961 10 | 137,432 1976 25 | 418,440
1962 11 156,048 1977 26 | 441,908
1963 12 | 177,888 1978 27 | 465,526
1964 13 | 197946 1979 28 | 482,140
1965 14 | 219,606 1980 29 | 489,689
1966 15 | 243,649

Das Sittigungsniveau soll endogen geschitzt werden. Nach Anwendung der KQ-Metho-
de auf Gleichung (123) erhalten wir fur die Parameter die Schitzwerte

848,5238
0,9356 .

>> >

It

und

Mit Hilfe dieses Sattigungsniveaus lassen sich durch Anwendung der KQ-Methode auf
Gleichung (122) die Parameter A und B schitzen. Es ergeben sich Werte von

0,9349
3,6222,

o> >
i

und
so daf} die Prognosegleichung (121) fiir dieses Beispiel lautet

it = 848 5238 . e -3,6222 - 0,9349t
Beim Vergleich der Schitzwerte fiir A nach Gleichung (122) und Gleichung (123) stel-

len wir fest, daB} eine annihernde Ubereinstimmung besteht. Dies lifit eine hohe Giite
der Schitzung vermuten,
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Tabelle 22

Prognose Pkw je 1000 Erwachsene Wohnbevélkerung

A

Jahr t X¢ X¢
1952 1 28,237 26,702
1953 2 34,499 35,776
1954 3 41,009 43959
1955 4 48,600 53,295
1956 5 58,979 63,810
1957 6 69,582 75,509
1958 7 82910 88,380
1959 8 97,758 102,391
1960 9 116,344 117,492
1961 10 137,432 133,620
1962 11 156,048 150,695
1963 12 177,888 168,628
1964 13 197,946 187,320
1965 14 219,606 206,665
1966 15 243,649 226,555
1967 16 258,534 246,879
1968 17 273,691 267,526
1969 18 295,398 288,390
1970 19 323,342 309,365
1971 20 344,765 330,354
1972 21 360,773 351,263
1973 22 373,144 372,008
1974 23 379,473 392,509
1975 24 396,886 412,698
1976 25 418,440 432,511
1977 26 441,908 451,895
1978 27 465,526 470,803
1979 28 482,140 489,196
1980 29 489,689 507,042
1981 30 - 524314
1982 31 - 540,996
1983 32 - 557,071
1984 33 - 572,533
1985 34 e 587,376
MAA =82 WMQA =96 U=0,
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Aufgrund der Giitemafie und der Abbildung 24, die die Entwicklung der Prognose- und
Zeitreihenwerte im Zeitablauf wiedergibt, konnen wir feststellen, da8 die Gompertz-
Funktion die Entwicklung des Pkw-Bestandes pro 1000 Erwachsene Wohnbevolkerung
gut reproduziert.

{JE TSD)
580.0+ L4

533.94
476.0
419.04
362.1 1
305.0 4
248.04
181.0+
134.0

77.0 4

200 TV T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

52 54 56 58 B0 B2 64 B6 68 70 72 74 76 78 80 82 84
Abbildung 24
Pkw je 1000 Erwachsene Wohnbevolkerung (Prognose gestrichelt)

V. Kiritische Zusammenfassung

Die Wachstums- und Sittigungsmodelle eignen sich zur Trendextrapolation von Zeitrei-
hen, deren Struktur sich nicht mit einem einfachen linearen oder quadratischen Trend
angemessen beschreiben 1aBt. Sie sind zur langfristigen Prognose von makrodkonomi-
schen Variablen (z. B. Bruttosozialprodukt, Rohstoffvorkommen, Energieversorgung)
ebenso geeignet wie zur langfristigen Absatzprognose von Konsum- und Investitionsgii-
tern, die einem Lebenszyklusproze unterliegen.

Der mathematische und programmierungstechnische Aufwand der Verfahren ist nicht
so hoch, wie es auf den ersten Blick scheint, wenn ein Regressionsprogramm (z. B.
SPSS) fiir Kleinste-Quadrate-Schitzungen verfiigbar ist.

Der grofite Nachteil der Verfahren ist ihre mangelnde Robustheit gegeniiber Verletzun-
gen der jeweiligen Fundamentalannahmen. Sind diese — etwas einschrinkenden und
mechanistischen — Annahmen nicht erfillt, zeigten die Verfahren unangemessene Er-
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gebnisse. Ihre Annahmen miissen dann verfeinert werden, woraus neue Prognosemodel-
le resultieren.

Ein weiterer Nachteil ist die grofie Schitzunsicherheit bei der Bestimmung des Sitti-
gungsniveaus. Beim praktischen Einsatz neigen die logistischen und Gompertz-Modelle
dazu, das Sittigungsniveau zu unterschitzen.

Es sind jedoch Anstrengungen unternommen worden, diese Unzuldnglichkeiten durch
Verfeinerung der Verfahren zu beseitigen. So arbeitet Bonus (1968) mit einem vom
Volkseinkommen abhingigen variablen Sittigungsniveau und Lewandowski (1974) hat
mit seinen generalisierten logistischen Funktionen die etwas mechanistischen Funda-
mentalannahmen zu sehr flexiblen Annahmen umgestaltet. Einen sehr guten Uberblick
zum weiteren Einarbeiten in die verfeinerten Wachstums- und Sittigungsmodelle mit
Literaturangaben geben Lewandowski (1974 und 1980) und Mertens (1981).
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G. Prognosen mit der multiplen Regressions-
analyse

I. Grundgedanken kausaler Prognosemethoden

In den vorangehenden Kapiteln wurde das zukiinftige Verhalten einer Zeitreihe aus ih-
ren eigenen Vergangenheitswerten prognostiziert. Alle angesprochenen Prognoseverfah-
ren gehorten in den Bereich der Zeitreihenanalyse. In diesem Kapitel wird versucht,
das Verhalten einer Zeitreihe auf das Verhalten anderer, sog. exogener Zeitreihen zu-
riickzufithren und eine solche Kausalbeziehung zur Prognose auszunutzen.

Es muf} ausdriicklich betont werden, da} eine Kausalbeziehung zwischen zwei Zeitrei-
hen niemals mit statistischen Mitteln aufgedeckt oder gar bewiesen werden kann, son-
dern nur mit Hilfe einer fachwissenschaftlichen Theorie. Die Statistik stellt nur Korre-
lationen fest, die Theorie bestimmt die Kausalrichtung.

In vielen Fillen lafit sich die Kausalrichtung leicht feststellen, z. B. beeinfluit die Zeit-
reihe der Baugenehmigungen die Zeitreihe des Badewannenabsatzes und nicht umge-
kehrt. Ahnlich verhilt es sich mit dem Auftragseingang der Industrie und ihrem Pro-
duktionsvolumen.

Schwieriger wird es mit Zeitreihen, die sich gegenseitig beeinflussen wie privater Kon-
sum und Volkseinkommen. Diese sog. interdependenten Systeme (vgl. z. B. Schnee-
weifl 1978 S. 242 ff.) verlangen besondere Verfahren der Okonometrie fiir ihre Ana-
lyse, auf die wir in diesem Buch nicht eingehen k6nnen.

Im betriebswirtschaftlichen Bereich ist die Kausalrichtung bei absatzpolitischen Maf}-
nahmen, wie Werbekampagnen oder Preisverinderungen, von vomnherein feststellbar.
Auch der Einflu makro6konomischer Variablen, wie z. B. des Volkseinkommens oder
des langfristigen Kapitalmarktzinses auf den Absatz einzelner Produkte (Pkw, Eigen-
tumswohnungen, Unterhaltungselektronik u. a.) ist in seiner Richtung eindeutig, so
daB sich die nachfolgend beschriebenen Verfahren besonders fiir diese Gebiete eignen.

Hat man fiir ein konkretes Prognoseproblem die Kausalrichtung in den Beziehungen
zwischen den Zeitreihen theoretisch geklirt, so kann nun mit den Mitteln der Statistik
und Okonometrie das Ausmafl dieser Beziehungen quantitativ erforscht werden. Be-
zeichnen wir die zu prognostizierende Zeitreihe, auch abhingige oder endogene Vari-
able genannt, mit {y,} und die n beeinflussenden Zeitreihen, auch unabhdngige oder
exogene Variablen genannt, mit {x;} (i = 1, ..., n), so gilt, da alle Zeitreihen Reali-
sationen stochastischer Prozesse sind,

(124) Yyt = f(x”,xn,...,xm) + Uy (t=1,...,T)

u, ist hier wieder die uns schon bekannte Storvariable mit den auf S. 30 angegebenen
Eigenschaften. )
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Gleichung (124) nennt man eine Regressionsfunktion, die die Variation von {y,} auf
die Variation der exogenen Variablen zuriickfiihrt.

Zur Prognose eignet sich die Regressionsfunktion, wenn es gelingt,

— den Funktionsverlauf aus den Daten richtig zu spezifizieren und

— die (zukiinftigen) Werte der unabhingigen Variablen {x;}rechtzeitig fiir eine Prog-
nose von {y,}zu ermitteln.

Die zweite Bedingung ist leicht zu erfiillen, wenn abhingige Variable und unabhingige
Variable zeitlich verzogert miteinander Korreliert sind, z. B.

Vi = f(X1-2,X2t-2, - - - » Xnt=2) + Uy

da in diesem Fall die gemessenen Werte der exogenen Variablen eine Prognose von y,
fiir zwei Perioden im voraus erlauben. Korrelieren alle Variablen ohne time-lag mitein-
ander, so miissen zunichst die exogenen Variablen fiir die Prognoseperiode prognosti-
ziert und dann in die Regressionsfunktion eingesetzt werden. Eine solche Regressions-
prognose lohnt sich nur dann, wenn die exogenen Variablen leichter zu prognostizieren
sind als {y,}, sonst sollte man die Zeitreihenanalyse der vorigen Kapitel anwenden.

Eine Schitzung von {y,} mit Hilfe der Regressionsfunktion (124) wird multiple Re-
gressionsanalyse genannt. Thre Voraussetzungen, Schitzmethoden und Anwendungs-
probleme sind Gegenstand des nachsten Abschnitts.

II. Das multiple Regressionsmodell
1. Grundannahmen

Das allgemeine Regressionsmodell geht von der Regressionsfunktion (124) aus. Grund-
sitzlich konnte man versuchen, den Funktionsverlauf (z. B. Polynomgrad oder Expo-
nentialform) aus den Daten der unabhingigen und abhingigen Variablen zu schitzen.
Da es aber sehr viele unterschiedliche mégliche Funktionsformen gibt, reicht bei 6ko-
nomischen Problemen die Zeitreihenlinge in den meisten Fillen nicht aus, um die
Funktionsform hinreichend genau schitzen zu kénnen.

Man spezifiziert daher von vornherein die Regressionsfunktion zu einer linearen Funk-
tion

(125) Yt = bo +b1x1t+b2x21+...+bnxm+ut (t=1,,T)

und schatzt nur noch die Parameter b; (i=0,1,...,n).

Diese Beschrinkung der Funktionsform scheint auf den ersten Blick recht willkiirlich,
ist jedoch aus zwei Griinden vorteilhaft:

— Das Schitzproblem vereinfacht sich ungemein, da bei Anwendung der KQ-Methode
nur ein lineares Gleichungssystem zu 16sen ist.
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— Nichtlineare Funktionen konnen innerhalb eines gewissen Variationsbereiches der
Variablen linear approximiert werden (vgl. die MA-Schitzungen im Box-Jenkins-
Verfahren, S. 84 ff.).

Insbesondere bei den Wachstums- und Sittigungsmodellen konnten wir auch nicht-line-
are Funktionen durch Logarithmieren linearisieren, so dafl es generell gerechtfertigt er-
scheint, im folgenden nur noch lineare Regressionsfunktionen zu analysieren.

Aufler dieser Linearititsannahme bendtigen wir noch weitere Grundannahmen iber die
Stdrvariable u und die Losbarkeit der Normalgleichungen, die im folgenden zusammen-
gestellt sind.

Zur kiirzeren und iibersichtlicheren Schreibweise bedienen wir uns von hier ab der Ma-
trizenschreibweise, wie sie auch in den einschligigen Lehrbiichern der Statistik und
Okonometrie verwandt wird (vgl. Schneeweiff 1978, Johnston 1963, Menges 1961,
Hochstidter/Uebe 1970).

Durch Einfiihren einer Scheinvariablen xo,, die fiir alle Periodent =1, ..., T den Wert
Eins erhilt, konnen wir unsere Regressionsfunktionen

(125) yy = boXer + byXyy *+ ... + boXpe + uy t=1,...,T)

in Matrizenform schreiben

(125a) y = Xb + u
mit
Y1 Xo1 X131 --- Xp1 u, bo
Y2 uy b,
y = X = u= b =
XoT X1T --- XnT .
¥t ur, by

Fiir diese Regressionsfunktion setzen wir nun folgende Primissen (vgl. Schneeweif
1978, 8. 92 ff.)!:

Pl : EulX]=0
Der Erwartungswert der Storvariablen bei einer gegebenen Datenkonstellation X soll
Null sein. Diese Annahme haben wir in dhnlicher Form in den vorangehenden Kapiteln
gemacht.

P2 : E[uu’iX] = ¢*E (E £ Einheitsmatrix)
1 Der hochgestellte Index T gibt die Transponierung der Matrix an.
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Diese Annahme, die wir wiederholt benutzt haben, beinhaltet einmal die zeitliche Kon-
stanz der Storvariablen (Homoskedastizitit) und zum anderen die Unkorreliertheit der
u, fiir verschiedene t: Efuu,;] =0 (% 0)

P3 : XTX ist invertierbar, d. h. det (XTX) ¥ 0

Zwischen den exogenen Variablen darf also keine lineare Abhingigkeit bestehen, da
die Normalgleichungen der KQ-Methode in diesem Fall nicht eindeutig 16sbar sind.

. lim _L Ty : =
P4 : Tow T X" X ist endlich und regular .

Erwartungswerte und Varianzen der exogenen Variablen miissen bei T — o endliche
Werte annehmen. Fiir trendbehaftete Variable ist diese Annahme nicht erfillt. Annah-
me P4 beinhaltet aber ebenfalls die Forderung, daff die Varianzen der exogenen Vari-
ablen nicht Null sein diirfen, da sonst eine Schitzung unméglich ist.

PS5 : u ist(beigegebenem X) normalverteilt.

Diese Annahme wird zur Konstruktion von Konfidenzintervallen, z. B. fiir die Regres-
sionsparameter, bendtigt. Sie erscheint auch plausibel, da die Storvariable den gemein-
samen EinfluB vieler unbedeutender Faktoren widerspiegeln soll und der zentrale
Grenzwertsatz eine Normalverteilung dieser Gesamtheit von Storungen nahelegt.

Mit diesen fiinf Primissen und der Regressionsfunktion (125a) ist das multiple Regres-
sionsmodell vollstindig beschrieben und wir kénnen uns der Parameterschitzung zu-
wenden.

2. Schiitzung der Regressionsparameter

Am verbreitetsten in der Okonometrie ist das Maximum-Likelihood-Prinzip (ML) zur
Schitzung der Regressionsparameter. Dabei werden die b; (i =0, . . ., n) so festgesetzt,
daf die y, die grote Wahrscheinlichkeitsdichte besitzen, wenn die b;-Schatzungen die
tatsichlichen Parameterwerte sind.

Dieses Schitzprinzip fiihrt, wenn keine interdependenten Regressionsvariablen vor-
handen sind, zu denselben Schitzformeln wie die uns bereits bekannte Methode der
Kleinsten Quadrate (KQ) (Schneeweil 1978, S. 166). Da wir die KQ-Methode bisher
nur mit einer unabhiingigen Variablen (t) angewandt haben, leiten wir nun die Normal-
gleichungen fiir ein multiples Modell in Matrizenform hier ab.

T
Die Summe der Abweichungsquadrate X~ ut2 wird bei der KQ-Methode minimiert,
wobei (125a) zu beachten ist t=1

(126) uTu=(y - Xb)T (y —Xb) = y"y — 2y"Xb +bTX"Xb = Min
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Die erste Ableitung im Matrizenkalkiil lautet gleich Null gesetzt

d(uTu)
db

(127) = — 2XTy + 2XTXb = 0

Daraus ergeben sich die Normalgleichungen

(128) XTxb = XTy

und nach Inversion von XTX (nach P 3 ist dies moglich!)
(129) b = (XTX)' xTy

Bei mehreren unabhingigen Variablen und normaler Zeitreihenlinge ist diese Inversion
nur mit EDV-Unterstiizung zu bewiltigen. Hierfiir stehen aber benutzerfreundliche
Programmpakete (z. B. SPSS) zur Verfiigung.

Nach Durchfithrung der Matrizeninversion enthilt der Vektor b die KQ-Schitzwerte
der Regressionsparameter, die den Maximum-Likelihood-Schitzungen in den hier be-
schriebenen Anwendungsbeispielen entsprechen.

Die Schitzung der Varianz der Stérvariablen o (vgl. Grundannahme P 2) erfolgt mit
Hilfe der Residual-Varianz

Ma

a2
Ug

-
[}

1 ﬁTﬁ - 1

2 =
9 T-n-1 T-n-1

T-n-1 ist die Anzahl der Freiheitsgrade, da die Residuen den n+1 linearen Restriktio-
nen

130) XTa =0

unterliegen, die man erhilt, wenn @ =y — § und (125a) in (128) eingesetzt wird.
Wir wollen uns nun mit den Eigenschaften unserer KQ-Schitzfunktion® beschiftigen.
Zuniichst ist die Schitzfunktion (129) linear in bezug auf die abhingige Variable y.

Die zweite Eigenschaft von b ist die Erwartungstreue (Unverzerrtheit). Sie 1488t sich aus
(129) und (125a) ableiten:

(131) b = XTX)IXT(Xb +u) = (XTX)"'XTXb + (XTX)"'XTu
(131a) E[b] = b+ (XTX)"!XTE[u]
(131b) E[b] = b

2 (129) ist eine Schitzfunktion. Man erhilt die Schitzwerte durch Einsetzen der Realisationen in
die Schitzfunktion.
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Unter allen linearen erwartungstreuen Schitzfunktionen ist die KQ-Schitzfunktion b
insofern die beste, als sie die kleinste Varianz aufweist. Wegen des formalen Aufwands
sei dieses Ergebnis hier nicht abgeleitet. Der Beweis findet sich in den Lehrbiichern der
Okonometrie (vgl. z. B. Schneeweifl 1978, S. 108—109).

Diese drei Eigenschaften bilden zusammen die sog. BLUE-Eigenschaft (= best linear
unbiased estimator), die den KQ-SchéitzvektorG auszeichnet.

Eine weitere wichtige Eigenschaft von b ist die Konsistenz, die besagt, dafl die Varianz
der Regressionsschitzungen Gi (i=0,1,...,n) mit zunehmendem Zeitreihenumfang
gegen Null strebt.

Um dies einzusehen, gehen wir von der Kovarianzmatrix von b aus
VAR®) = E[(b —b) (b - b)T[X]

Durch Einsetzen von (131) ergibt sich nach einigen Umformungen
? 2 (v Tyy-1 a2 1 o7 1

(132) VAR(b) = o* (X" X)"" = T [—,1: X' Xr

Wichst der Zeitreihenumfang iiber alle Grenzen, so gilt

im
—> 00

lim

an 1 > lim 1 Tyt
(133) ., VAR() = T T oo lF&X X

Da der erste Faktor gegen Null strebt und der zweite Faktor gemid3 Annahme P 4 end-
lich ist, folgt

lim

(1349 %, VAR®) =0

Die Schitzfunktion d ist also konsistent.

Bevor wir uns der Prognose mit dem multiplen Regressionsmodell zuwenden, seien zu-
nichst Priifkriterien fiir die Giite der Regressionsschitzung entwickelt.

3. Priifkriterien fiir die Regressionsschitzung
a) Das Bestimmtheitsmaf}

Das in der Praxis am hiufigsten verwendete Maf fiir die Giite einer Regressionsschit-
zung beruht auf folgendem Gedankengang: Die Variation der abhingigen Variableny
wird bestimmt durch

— die Variation der unabhingigen Variablen X

— die Schwankungen des Residuums i1
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Die Regressionsschitzung kann als um so besser angesehen werden, je groer der Varia-
tionsanteil von y ausfillt, der auf die unabhingigen Variablen zunickzufiihren ist. Diese
Uberlegung lift sich quantifizieren.

Ausy = Xb + i = § + @ folgt
(135) yTy = G+D)T G +8) = §Ty + 297d + &Td = 97§ + AT
danach (130) $Td = (XH)Th = BTXTH = 0 gilt.

Division von (135) durch T und beiderseitige Substraktion von §2 = (7 — 4)? = ¥
ergibt®

|
<>
<>
|
<>
1}
|
=>
=>

1 _
(1352) Ty'y -y =

d. h. eine Zerlegung der Varianzen
(135b) s2 = s3 + sA
y u
Man nennt s die ,erklirte* Varianz von y, da sie auf die unabhingigen Variablen zu-
riickgefiihrt Werden kann und sf\ die ,,nicht erklirte‘ Varianz. Der Ausdruck
u
2

2
(13¢) R* =L =1-

w

< N
[7 | »
< eESn

heift Bestimmtheitsmafl und gibt den Anteil der erklirten Varianz an der Gesamtvari-
anz der abhingigen Variablen an.

R? variiert zwischen Null und Eins. Man bezeichnet hiufig ein Regressionsmodell als
geeignet, wenn R? nahe bei Eins liegt, doch 148t sich keine exakte Grenze angeben.

Dariiber hinaus sollte man aus drei Grilnden das Bestimmtheitsmaf} vorsichtig interpre-
tieren:

— Das nach (136) berechnete R? ist eine Schétzfunktion fiir das wahre Bestimmtheits-
mafl und kann, insbesondere bei kleinem Zeitreihenumfang, mehr oder weniger
stark von diesem abweichen.

— R? wichst monoton mit der Anzahl der unabhiingigen Variablen; dabei nimmt aber
auch die Gefahr zu, da P 3 durch lineare Abhingigkeiten in der Matrix X verletzt
wird.

T
Z vt

o Ll

3y bedeutet das arithmetische Mittel von y : Z
A A
u= u

Da E[u] = 0 gilt, nimmt man an, daB
liegt.

t bei grofem Zeitreihenumfang nahe bei Null

14 =)

1
T

-

1
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— Enthalten die Variablen einen versteckten Trend, so wichst R? mit zunehmendem
Zeitreihenumfang, da dann s§, groBer wird, wihrend s% moglicherweise konstant
bleibt. Die ,,verbesserte Eignung des Modells ist hier nur Scheinbar.

Beriicksichtigt man diese Tatbestinde, so lifit sich das Bestimmtheitsmafl durchaus als
erster Anhaltspunkt fiir die Giite einer Regressionsschitzung verwenden. Dariiber hinaus
sind jedoch zusitzliche Priifkriterien notig, die nun entwickelt werden.

b) Parametertests fiir den Schitzvektor

Wir wollen mit diesen Tests zwei Fragen beantworten:
1. Ist der Einfluf aller unabhingigen Variablen auf die abhingige Variable signifikant?

2. Ist der EinfluB einer bestimmten Variableni (i = 1, ..., n) auf die abhingige Va-
riable signifikant?
Zur Beantwortung der ersten Frage testen wir die Null-Hypothese

Ho:b1=b2=b3=...=bn=0

gegen die Alternativhypothese H,, daf die Regressionskoeffizienten b; i =1,...,n)
ungleich Null sind.

Die Null-Hypothese zur Beantwortung der zweiten Frage lautet entsprechend

Ho : b; =0 (ein einzelner Parameter)

Zur Konstruktion einer geeigneten Testgrofle bendtigen wir die Grundannahme P S:
,,u ist normalverteilt*, auf die deshalb noch einmal hingewiesen sei.

Den Vektor b, der sich aus der Null-Hypothese ergibt, bezeichnen wir mit b, sowie
entsprechend

Yo = Xbg und uy, =y-—yg
Fiir u,, ergibt sich dann folgender Ausdruck

Ug =y —P+9 —yo = G+Xb—Xby = &+ X(b —bg)
Daraus liBt sich die Abweichungsquadratsumme ug u, entwickeln
(137)  uluy = 872 + (b - bo)"XTX(b - by)

da das Produkt 22T X(b — by) nach (130) Null wird.
T4 ist x2-verteilt mit T-n-1 Freiheitsgraden (vgl. S. 129) und (b — by)TXTX (b—b,)
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ist x?-verteilt mit n + 1 Freiheitsgraden, die aus den n + 1 Werten (b; — boi)
(i=0,...,n)resultieren.

Der Quotient dieser beiden unabhingigen Groflen, dividiert durch die Anzahl der Frei-
heitsgrade, ergibt unsere Testgrofe F

¢ -b)"™XX® b))  Tonel _ Lav

i‘lTi\l n+1 T-n-1

(138)

Sie ist F-verteilt mit n+1 und T-n-1 Freiheitsgraden. Eine interpretationsfihige Form
der Testgrofe ergibt sich, wenn wir (137) in (138) einsetzen

T A
lloll u

n+1 _ 0 .
(1388) Fpip = —= 1

Die Null-Hypothese kann um so eher abgelehnt werden, je grofler ihre Abweichungs-
quadratsumme quo gegeniiber derjenigen der KQ-Schitzung ist, d. h. je grofer F aus-
fillt. Aus der theoretischen F-Verteilung kann man fiir ein bestimmtes Signifikanzni-
veau (z. B. 95 %) einen kritischen Wert entnehmen, bei dessen Uberschreiten die Null-
Hypothese abgelehnt wird.

Nun wollen wir dieses allgemeine Ergebnis auf unsere erste Null-Hypothese anwenden.
Wenn keine Variable einen Einfluf auf y ausiibt, sind dieb; i = 1, . . ., n) gleich Null,
nur die Konstante by nich Sie ist in diesem Fall (entsprechend der KQ-Methode)
gleich dem arithmetischen Mittel von y, d. h. es gilt

u0=y_Xb0=y_§ (bg= (b0y09~-"o))
G = @5, 9)
Daraus folgt fiir (138a)
6G-"G-9-2"u T
(138b)* F3__ | = T3 g

2 2

Sy 78 _ T-n-1
s% n
u

Beriicksichtigen wir die Definition des Bestimmtheitsmafies in Gleichung (136), kann
die TestgroRe F durch R? ausgedriickt werden

_ _R? T-n-1
(139) F., =T

4 Die Anzahl der Zihlerfreiheitsgrade vermindert sich um einen, da wir nur n Parameter (ohne
by) testen.
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Uberschreitet diese empirisch ermittelte Testgrofe den kritischen Wert der F-Vertei-
lung mit n und T-n-1 Freiheitsgraden, so wird die Nullhypothese abgelehnt und statt
dessen angenommen, daf alle unabhingigen Variablen zusammen einen signifikanten
Einflu auf die abhiingige Variable ausiiben und auch das Bestimmtheitsmaf} signifi-
kant ist.

Zum Test der zweiten Null-Hypothese: ,,Der i-te Regressionsparameter ist gleich Null“
gehen wir von (138) aus, sowie von der Definition

n2 1

aTa .
b Tonol u 4 von Seite 129.

Daraus ergibt sich

a1 1 1 A TyTy i
(140) FRtl = oo g (b —bo)™XTX( - bo)

Vergegenwirtigen wir uns die Kovarianzmatrix des Schitzvektors in Gleichung (132)
bzw. deren Schitzung

(141) VAR(®D) = 82 (XTX)"!

so konnen wir die invertierte Matrix [VAR(b)]™! = 712- XTX)
in (140) einsetzen und erhalten o
1

(142) Bt = —7 b —bo) [VAR®B)™ (b - bo)

Fiir einen einzelnen Regressionsparameter i vereinfacht sich diese Testgrofe zu

(b; — bey)?
143 Fl = —
( ) T-n-1 32 (bi)

Wir berechnen diese Testgrofe fiir jeden Regressionsparameter und nehmen die Alter-

nativhypothese b; + 0 an, wenn F grofler als der kritische Wert der F-Verteilung aus-

fillt. In diesem Fall sagen wir, dafl die unabhiingige Variable i einen signifikanten Ein-
fluB auf die abhingige Variable ausiibe.

Mit den in diesem Abschnitt entwickelten Priifkriterien sind wir in der Lage, die Eig-
nung eines Regressionsmodells zu beurteilen. Bevor wir zur Prognose iibergehen, sind
aber noch zwei Sonderprobleme zu betrachten, die bei der Regression 6konomischer
Zeitreihen sehr hiufig auftreten.
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4. Autokorrelation und Multikollinearitit

Bei vielen konomischen Zeitreihen, insbesondere solchen, die einen versteckten Trend
aufweisen, ist die Grundannahme P 2 verletzt, weil die u, miteinander korreliert sind.
Diesen Fall bezeichnet man als Autokorrelation der Storvariablen.

Die KQ-Schitzfunktion ist zwar noch erwartungstreu, hat aber nicht mehr minimale
Varianz. Dariiber hinaus unterschitzen die 82(b;) die wahren Varianzen.

Wir benotigen daher
— ein PriifmaR zur Feststellung einer evtl. Autokorrelation und
— ein Verfahren zur Beseitigung der Auswirkungen der Autokorrelation.

Zur Priifung der Autokorrelation wird in der 6konometrischen Praxis meistens der
Durbin-Watson-Test (Durbin/Watson 1950) durchgefiihrt, der folgende Priifgrofie be-
nutzt

(ﬁt - ﬁt-—l)2

!

(144) d = ‘:

A
u

M
Lol 5

t=1

Durch Ausmultiplizieren erkennt man die Verwandtschaft mit dem Autokorrelations-
koeffizienten 1. Ordnung des Residuums ()

T A2 T A A T A2
Z DI 1A PO z u
t=2 t=2 t=2
(1442) d = - -2 T + ~2-2p
z &2 T &2 02
t=1 t=1 t=1

Bei positiver Autokorrelation (8 — 1) strebt d gegen Null, bei negativer Autokorrela-
tion (3=—1) gegen 4, so daf der Definitionsbereich der Testgrofie 0 <d < 4 ist.

Ist keine Autokorrelation vorhanden (8 = 0), so nihert sich d dem Wert 2.

Durbin und Watson (1951) haben Tabellen entwickelt, die es gestatten, in Abhingig-
keit von T und n Signifikanzgrenzen fiir d anzugeben. Werden z. B. n = 4 unabhingige
Variable mit jeweils T = 60 Zeitreihenwerten im Regressionsmodell verwendet, so liegt
mit 95 % Sicherheitswahrscheinlichkeit keine Autokorrelation vor, wenn d in das In-
tervall

1,73 < d < 2,27

fillt. Wegen weiterer Werte sei auf die 6konometrische Fachliteratur verwiesen (z. B.
Schneeweifl 1978, Anhang E).
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Hat man eine Autokorrelation im Regressionsmodell festgestellt, so kann man diese in
vielen Fillen durch eine Variablentransformation beseitigen (Hansmann 1980 d, S.
115 ff.).

Wir nehmen dazu an, daf fiir die Storvariable ein autoregressiver Prozef 1. Ordnung
besteht, d. h. daf nur unmittelbar benachbarte u; korreliert sind (vgl. die Analogie
zum MA(1)-ProzeB bei der Zeitreihenanalyse). Dies trifft in der Realitit hiufig zu. Der
Prozef 1aft sich dann wie folgt schreiben

(145)  uy = pupy + €
mit E[e,] = 0 E[€’] = 07 E[eeri] =0 fir i40

Die neue Storvariable e, erfiillt unsere Grundannahme P 2.

Gleichung (145) wird nun benutzt, um die ,,autokorrelierte Regressionsgleichung

n
(146) y; = by + T bxyz + u,

i=1

zu transformieren

n
Z biXie-1)

n
(147) €& = (yr ~bo — .EI bixi) —p(Yt-1 —bo ~ :
1= i=

Man erhilt durch Umstellung die neue Regressionsgleichung

n
(148)  yr—pyt1 = bo(1 —p) + _El bi(Xie — PXit-1) + €
i=

deren Stdrvariable nicht autokorreliert ist. Wenn die Regression dieser ,,modifizierten
Differenzen* zu dhnlichen Schitzwerten b, fiihrt wie die Regression der urspriinglichen
Gleichung, so hat man damit fiir die praktische Anwendung das Problem der Autokor-
relation im Griff (verfeinerte Verfahren finden sich in Schneeweit 1978)°.

Ein zweites Problem, das bei 6konomischen Regressionsmodellen gelegentlich auftritt,
ist die Multikollinearitdt. Man versteht darunter eine hohe Korrelation zwischen den
exogenen Variablen. Ist ein Korrelationskoeffizient zwischen ihnen gleich Eins, liegt
lineare Abhingigkeit vor und XTX ist nicht invertierbar, d. h. Grundannahme P 3 ist
verletzt und die Normalgleichungen sind nicht eindeutig 16sbar.

Aber auch bei stochastischer linearer Abhingigkeit (Ir| < 1) ist die Multikollinearitit
sehr unangenehm, da die Einfliisse der korrelierten exogenen Variablen auf y nicht
richtig getrennt werden konnen. Die Parameter b; sind nur schwach identifizierbar. Au-
Rerdem treten grofle Schitzfehler auf.

§ Fiir p kann man die Schitzung aus Gleichung (144a) verwenden.
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Zu erkennen ist die Multikollinearitit an der Korrelationsmatrix der exogenen Variab-
len und an der Determinante dieser Matrix. Hat die Determinante einen Wert nahe bei
Null, so kann man auf Multikollinearitit schlieBen. Die betroffenen Variablen sind in
der Regel durch hohe Korrelationskoeffizienten gekennzeichnet.

Ein einfaches Verfahren zur Verminderung der Multikollinearitit besteht darin, einige
der hoch korrelierenden Variablen aus dem Modell zu entfernen. Dies ist aber nicht
ganz ungefihrlich, da systematische Verzerrungen die Folge sein konnen (Schneeweifs
1978, S. 140). Andere Méglichkeiten sind erstens die Bildung von Differenzen der
Zeitreihen, um Trends auszuschalten, die hiufig die Multikollinearitit verursachen
oder zweitens die Substitution der korrelierenden Variablen durch geeignete Linear-
kombinationen.

Bleibt die Multikollinearitit auch wihrend des Prognosezeitraums erhalten, so sind die
schidlichen Auswirkungen fiir die Prognose nicht so gravierend, da die Giite der Prog-
nose nicht von der Identifizierbarkeit der Einfliisse einzelner Variablen abhingt.

5. Die Prognosegleichungen

Zum Abschluf8 der Darstellung des multiplen Regressionsmodells sollen hier die Prog-
nosegleichungen zusammengestellt werden, die wir im nichsten Abschnitt praktisch
anwenden werden.

Unter der Voraussetzung, da3 die Werte der exogenen Variablen fiir den Prognosezeit-
raum m bekannt sind, lautet die Prognosegleichung

A ~ A ~ A
(149)  $t+m = bo + biXggem + baXoeem + ... + DnXptem

Diese KQ-Prognoseformel weist die kleinste Fehlervarianz auf.

Liegt im Regressionsmodell Autokorrelation 1. Ordnung vor, so kann man Gleichung
(145) benutzen, um die autokorrelierte Storvariable der Prognosegleichung hinzuzufu-
gen,z. B.:

bixies1 + Bl
1

(150)  $ra1 = Do +

W M>

1

Dadurch verbessern sich — nach den Erfahrungen des Verfassers — die Prognosen (vgl.
Hansmann 1980 d, S. 118).
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II. Prognose des Aktienkursindex mit einem multiplen
Regressionsmodell

Die Zeitreihe des Aktienkursindex besteht aus den 100 monatlichen Indexwerten vom
Januar 1974 bis April 1982, die wir schon bei der Prognose mit dem Box-Jenkins-Ver-
fahren zugrunde gelegt hatten (vgl. S. 90).

Die zusitzliche Aufgabe bei der Prognose mit einem Regressionsmodell besteht darin,
geeignete Zeitreihen zu finden, die den Aktienkursindex beeinflussen und damit als
unabhingige Variable (Regressoren) in Frage kommen.

Nach eingehender theoretischer und empirischer Priifung haben sich folgende sechs
Zeitreihen am besten bewihrt:

1. Zuwachsrate des Mindestreservesolls auf Inlandsverbindlichkeiten
Diese Rate spiegelt die Verinderung der Geldmenge wider, die ihrerseits die Nach-
frage nach Kapitalanlagemoglichkeiten (z. B. Aktien) beeinfluf3t.

2. Rendite festverzinslicher Wertpapiere
Sie sollte mit dem Aktienkursindex negativ korreliert sein, weil festverzinsliche
Wertpapiere eine Anlagealternative zu Aktien sind.

3. Geschidftsklimaindex des Ifo-Instituts fiir Vorprodukte
Dieser Index kann als vorlaufender Indikator fir die Konjunktureinschitzung der
Unternehmen angesehen werden.

4. Dollarkurs (in DM ausgedriickt)
Der Dollarkurs wird z. T. durch den grenziiberschreitenden Kapitalverkehr bestimmt,
der seinerseits Ergebnis unterschiedlicher Renditen der in- und ausléindischen Kapi-
talanlagemdglichkeiten ist.

5. Dow-Jones-Index

Durch diesen Index wird der EinfluR des amerikanischen Aktienmarktes auf die
deutschen Aktienkurse beriicksichtigt.

6. Politisches Umfeld
Diese Variable, deren Werte auf einer Rating-Skala subjektiv geschitzt werden miis-
sen, soll innen- und auBenpolitische Krisen (Regierungswechsel, Afghanistankonflikt
usw.), die die Borse zeitweise beeinflussen kdnnen, beriicksichtigen.

Das Ergebnis der Regression mit diesem Modell ist in Tab. 23 wiedergegeben.
Mit einem Bestimmtheitsmafl von R? = 0,882 konnten also 88,2 % der Varianz erklirt

werden. Der theoretische F-Wert Fgs ¢, = 4 zeigt, daf alle Regressoren und das Modell
insgesamt signifikant sind.

Der Durbin-Watson Koeffizient betrigt 0,90 und deutet daher auf einen versteckten
Trend bzw. auf eine Saison hin, die wir bei Anwendung des Box-Jenkins-Verfahrens
mit 15 Monaten spezifiziert hatten.

Der mittlere absolute Fehler betrigt MAA = 1,80, der WMQA = 2,27 und der Theil’sche
Ungleichheitskoeffizient U = 0,96.
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Tabelle 23

Reihe Koeffizient b | 6 (b) F-Wert
Zuwachsrate 0,5371 0,15397 12,171
Mindestreservesoll

Wertpapierrendite -1,4129 0,29057 23,644
Geschifts-

klimaindex 0,1488 0,02333 40,694
Dollarkurs —15,8297 1,22222 | 167,742
Dow-Jones-Index -0,0243 0,00377 41,558
Politisches Umfeld 2,3722 0,32532 53,169
Konstante 122,9441 — -

R? = 0,882 Fosq =4 DW= 0,90

Die Abbildung 25 zeigt die wahren und die prognostizierten Indizes des Aktienkurses.
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Abbildung 25
Aktienindex und Regressionsprognose (gestrichelt)
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IV. Kritische Zusammenfassung

Die Regressionsanalyse zeichnet sich im Hinblick auf Prognosen durch folgende Vor-
ziige aus:

Sie ist das leistungsfahigste Instrument zur Messung von kausalen Beziehungen zwi-
schen Variablen und erlaubt dadurch, die Prognose einer Zeitreihe auf die Prognose
von anderen — evtl. leichter zu prognostizierenden — Zeitreihen zuriickzufiihren.

Die theoretischen und statistischen Implikationen der Methode sind weitgehend ge-
klirt, so daB sie ein solides theoretisches Fundament besitzt.

Die Probleme, die durch Verletzung der Grundannahmen auftreten (Autokorrela-
tion, Multikollinearitat), sind durch zusitzliche Uberlegungen prinzipiell 16sbar oder
fiir die Prognose nicht so gravierend.

Fiir die Prognosewerte konnen Konfidenzintervalle angegeben werden.

Es liegen benutzerfreundliche Software-Systeme an den meisten Hochschulen und
auch zunehmend in der betrieblichen Praxis vor.

Diesen Vorziigen stehen im wesentlichen folgende Nachteile bzw. Anwendungsproble-
me gegeniiber:

Die Methode stellt hohe Anforderungen an das mathematische und statistische Ver-
stindnis der Benutzer und ist dariiber hinaus rechenzeit- und speicheraufwendig.

Die Auswahl des richtig spezifierten Modells, insbesondere der Funktionsform und
der exogenen Variablen, bedarf subtiler Uberlegungen des Fachwissenschaftlers.
Eine mechanistische Anwendung des Instrumentariums kann zu erheblichen Prog-
nosefehlern fithren.

Eine Uberlegenheit der Regressionsanalyse gegeniiber den Methoden der Zeitreihen-
analyse ist nur gegeben, wenn die exogenen Variablen der abhiingigen Variablen vor-
auseilen, da dann ihre Werte fir den Prognosezeitraum von y; schon bekannt sind,
oder wenn sie leichter zu prognostizieren sind als die abhingige Variable selbst.

Da diese beiden letzten Bedingungen in der Praxis nicht immer zutreffen, empfiehlt es
sich, die Regressionsanalyse mit autoregressiven Methoden (Box-Jenkins-Verfahren) zu
kombinieren, um die Prognoseergebnisse zu verbessern (Hansmann 1980 c).
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H. Kiriterien zur Auswahl geeigneter Prognose-
verfahren

Nach Darstellung und kritischer Wiirdigung der wichtigsten Prognoseverfahren bleibt
noch die Frage zu beantworten, nach welchen Kriterien das geeignete Prognoseverfah-
ren fiir ein konkretes Prognoseproblem zu bestimmen ist.

In der Literatur existieren bereits verschiedene Kriterienkataloge zur Auswahl von
Prognoseverfahren, die sich z. T. iiberschneiden (Scheer 1980, S. 41 ff., Hiittner 1982,
S. 158 ff. und Makridakis, Reschke, Wheelwright 1980, S. 223 ff.).

Im folgenden wird versucht, auf diesen Kriterienkatalogen aufbauend, Hinweise zur
Auswahl des geeigneten Prognoseverfahrens aus der Teilmenge der in diesem Buch be-
schriebenen Verfahren zu geben. Dabei werden wir uns auf die folgenden fiinf wichti-
gen Kriterien beschrinken:

1. Prognosegenauigkeit

2. Prognosekosten

3. Komplexitit und Benutzerfreundlichkeit des Verfahrens
4. Prognosezeitraum
5

. Prognosedatenbasis
a) Quantitative Daten oder subjektive Einschitzungen
b) Eine Zeitreihe oder zusitzliche erklirende Reihen
¢) Umfang der Zeitreihen
d) Zeitreihenmuster (Trend, Saison).

Die drei ersten Kriterien — Genauigkeit, Kosten und Komplexitit — sind untereinander
abhingig, so daf sie gemeinsam erortert werden sollen. Es liegt auf der Hand, daf die
Prognosekosten mit zunehmender Komplexitit der Verfahren und mit hoheren An-
spriichen an die Prognosegenauigkeit steigen. Im allgemeinen verbessert sich auch die
Genauigkeit der Prognose bei Anwendung komplizierterer Verfahren, doch kann man
auch Gegenbeispiele finden.

Bei der Auswahl des geeigneten Prognoseverfahrens muf also sorgfiltig abgewogen
werden, ob die zusitzlichen Kosten eines komplizierteren Prognoseverfahrens durch er-
héhte Prognosegenauigkeit gerechtfertigt sind. Das hingt einmal von der Bedeutung
der Prognose fiir die Entscheidungen des Unternehmens ab, zum anderen aber auch
von der Verfiigbarkeit qualifizierten Personals, das die komplizierteren Prognosemodel-
le durchschaut und richtig einzusetzen versteht.

Die Prognosegenauigkeit mift man mit den statistischen Fehlermafien, die in Kapitel
A. IV. (S. 14 ff.) ausfihrlich dargestellt wurden und daher hier nicht noch einmal be-
handelt werden missen.

Die Prognosekosten umfassen vor allem die fixen Kosten fiir Entwicklung (bzw. Be-
schaffung) und Implementierung der Software sowie die variablen Kosten fiir Rechen-
zeit, Datenbeschaffung und -aufbereitung.
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Die Komplexitdt eines Prognoseverfahrens ist ein Kriterium, das nicht nur unter Ko-
stengesichtspunkten betrachtet werden darf. Je hoher der mathematisch-statistische
Aufwand eines Verfahrens ist, um so weniger sind die Prognoseergebnisse fiir Nicht-
Experten nachpriifbar und um so zuriickhaltender reagieren die Entscheidungstriger,
die sich auf die Prognoseergebnisse stiitzen miissen. Es kann also durchaus giinstiger
sein, ein weniger komplexes Prognoseverfahren zu wihlen und damit eine geringere
Prognosegenauigkeit in Kauf zu nehmen, wenn auf diese Weise der Widerstand von
Entscheidungsinstanzen gegen quantitative Methoden eher abgebaut werden kann.

Spielen die Kriterien Kosten, Komplexitit und Genauigkeit fiir ein konkretes Pro-
gnoseproblem keine dominierende Rolle oder ist aufgrund dieser Kriterien noch keine
Entscheidung fiir ein bestimmtes Verfahren méglich, dienen die Kriterien Prognosezeit-
raum und Prognosedatenbasis als Anhaltspunkte fiir die endgiiltige Auswahl eines Ver-
fahrens.

In Anlehnung an Scheer (1980, S. 43) wird im folgenden ein Entscheidungsbaum fiir
die Verfahrensauswahl entwickelt, der es erlaubt, die in diesem Buch verwendeten
Prognoseverfahren nach den Eigenschaften der Datenbasis und des Prognosezeitraums
so zu klassifizieren, da das Auswahlproblem computergestiitzt im Dialog geldst wer-
den kann (vgl. Abbildung S. 143).

Bei der Anwendung des Entscheidungsbaums ist jedoch zu beachten, daf die Prognose-
verfahren nicht ganz iiberschneidungsfrei zu klassifizieren sind. So kann natiirlich auch
bei einer Zeitreihe mit erkennbarem Datenmuster z. B. das Box-Jenkins-Verfahren an-
gewendet werden.

Im Interesse der Ubersichtlichkeit gibt der Entscheidungsbaum nur die typischen Zu-
ordnungen wieder und sollte daher als eine erste und noch grobe Orientierungsméglich-
keit aufgefait werden, die zusammen mit den Kriterien Genauigkeit, Kosten und Kom-
plexitit fiir die Auswahl eines geeigneten Prognoseverfahrens eine Entscheidungsgrund-
lage bietet.

Mit der Erorterung der Auswahlkriterien fiir ein Prognoseverfahren sind nunmehr alle
wesentlichen Bausteine fiir Prognosen vorhanden. Der nachfolgende Ubungsteil soll
dazu dienen, die Kenntnis der Verfahren und ihrer theoretischen Grundlagen zu iiber-
priifen und dariiber hinaus die Fertigkeit zur Anwendung auf konkrete Prognoseproble-
me einzuiiben.
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Entscheidungsbaum fiir die Verfahrensauswahl

kurz- und mittelfristiger

Auswahl eines Prognoseverfahrens

I

I

langfristiger Prognosezeitraum

Prognosezeitraum
Datenbasis: Datenbasis:
Zeitreihe Zeitreihe
und
erklirende
I —l Reihen
erkennbares kein
Datenmuster Datenmuster
Stationir Trend Trend und automatische Identifikation
Saison Modell- durch Anwender
I anpassung ‘
Exponentielle Winters, Adaptives Box-Jenkins
Gldttung Spektral- Filtern (ARIMA)
analyse
Konstantes Trend- Multiple
Modell Modell Regression,
Multivariate
Box-Jenkins-
Modelle

Datenbasis:
Zeitreihe

Trendextra-
polation,
Wachstums-
und
Sittigungs-
modelle

Datenbasis:
subjektive
Schitzungen

Heuristische
Prognose-
verfahren
(Szenario, Delphi)
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Aufgaben und Losungen !

Zu Kapitel A.: Grundlagen der Prognoserechnung

!
]
|
Aufgabe 1: |
}
Definieren und charakterisieren Sie den Begriff ,Prognose‘. '

{

Lésung:

Eine Prognose ist eine Aussage iiber ein oder mehrere zukiinftige Ereignisse, die auf
Beobachtungen der Vergangenheit und einer Theorie beruht. Eine Prognose ist durch
das Bemiihen charakterisiert, mit Hilfe von Methoden GesetzmiBigkeiten in der Ent
wicklung vergangener Ereignisse zu erkennen, die einen Schluf§ auf zukiinftige Ereig!
nisse ermoglichen.

Aufgabe 2:

Verbinden Sie inhaltlich die Begriffe ,Zeitreihe‘ und ,Zeitstabilititshypothese®. i

Lésung:

Eine Zeitreihe ist eine Menge von Beobachtungswerten, die im gleichen zeitlichen Ab-
stand aufeinander folgen. Die Zeitstabilititshypothese fordert, da} in der Entwicklung
der Zeitreihenwerte eine zeitstabile Gesetzmifigkeit (Trend, Saison) zum Ausdruck
kommt, von der angenommen werden kann, daf sie auch in der Zukunft giiltig sei1.1
wird. i

'
Aufgabe 3:

Welche Uberlegungen sind hinsichtlich der Auswahl eines Prognosemodells fiir eines
konkreten Prognosegegenstand anzustellen?

|
Lésung: I

;
Die Auswahl eines Prognosemodells ist formal an der Beschaffenheit der Datenbasis
orientiert, mit der die Entwicklung des Prognosegegenstandes im Zeitablauf beschri

ben ist. Prognosegegenstand, Art und Qualitit (Art: quantitativ, qualitativ; Qualitay:
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exakte Messung, Schitzung) der Daten sowie deren Fristigkeit (z. B. Jahres-, Monats-,
Tageswerte) determinieren die Prognosemodellart im Sinne einer Vorauswahl. Eine
feinere Analyse des Datenmaterials in bezug auf erkennbare Gesetzmiifigkeiten fithrt
zur Identifikation spezieller Modelltypen, insbesondere fiir den Bereich des kurz- und
mittelfristen Prognosezeitraumes.

Da fiir einen Prognosegegenstand mehrere Prognosemodelle geeignet sein konnen, kann
eine endgiiltige Entscheidung abhingig gemacht werden von der Prognosegenauigkeit,
den Prognosekosten sowie der Komplexitit und Benutzerfreundlichkeit des Verfah-
rens.

Aufgabe 4:

Zur Beurteilung der Prognosequalitit werden statistische Fehlermale herangezogen.
Welche Eigenschaften sollte ein Fehlermaf} erfiillen?

Losung:

Zwei wesentliche Eigenschaften sind zu unterscheiden:

a) Die Dimension des Mafies sollte artverwandt mit der Dimension der Zeitreihenwerte
sein (z. B. dimensionsgleich, prozentuale Abweichungen).

b) Der Wert des Mafles sollte im Sinne einer Normierung zwischen guten und schlech-
ten Prognosen diskriminieren konnen.

Zu Kapitel B.: Heuristische Prognoseverfahren
Aufgabe §:

Skizzieren Sie inhaltlich die Szenario-Technik.

Losung:

Die Szenario-Technik orientiert sich an der Fragestellung: ,,Wie kénnte oder wie sollte
die Zukunft aussehen?* Als Ziel folgt daraus die Entwicklung eines méglichst umfas-
senden und widerspruchsfreien Bildes denk- und wiinschbarer zukiinftiger Ereignisse.
Es ist charakteristisch fir Szenarien, daf die zugrunde liegende Theorie nicht aus-
schlieBlich auf Erfahrungen und Strukturen der Vergangenheit beruht.
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Aufgabe 6:

Entwickeln Sie ein Ablaufdiagramm fiir eine Delphi-Umfrage.

Losung:

Antrage zur Teilnahme

et

Beginn der
Deiphi-Umfrage

‘gurchgang j— 1. Fragebogen |——e-{

le— 1. Amworten

Fach-
experten

)

Ausfaliquoten

durchgang —l 2 Fragebogen }—— Fach
ach-

experten
T oy v B

t

durchgang —{ 3.Fragebogen |
<——-I 3. Amtworten }-—- -

Quelle: Hiittner, Manfred: Markt- und Absatzprognosen. Stuttgart-Berlin-K6In-Mainz 1982, S. 30.
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Aufgabe 7:

Eine Gruppe von acht problemvertrauten Personen hat in den drei Runden einer Delphi-
Umfrage folgende Werte fiir den durchschnittlichen Sollzins privater Girokonten fiir
das Jahr 1983 geschitzt:

1. Runde
80% 10,5% 11,0% 12,5% 140 % 158% 17,0 % 18,0 %
2. Runde
8,0% 11,0% 11,5% 11,5% 13,0% 14,5% 16,0 % 17,0 %
3. Runde

9.0% 11,5% 11,5% 12,0% 12,5% 14,0% 155% 16,4 %
a) Errechnen Sie die statistischen Kennzahlen fiir die einzelnen Runden.

b) Mit welchen Argumenten konnten die Schitzwerte auBerhalb der Quartilspanne be-
griindet werden?

¢) Interpretieren Sie die Entwicklung der statistischen Kennzahlen iiber alle drei Run-
den und geben Sie das Ergebnis der Gruppenprognose an.

Losung:
a) Auswertung 1. Runde

z Qu QO Qm X S R
13,25 10,5 17 6,5 13,35 347 10 [%]

Auswertung 2. Runde

zZ Qu Qo Qm X S R
12,25 11 16 5 12,81 2,94 9 [%]

Auswertung 3. Runde

Z Qu Qo Qm X ] R
12,25 11,5 15,5 4 128 240 74 [%]

b) Die Schitzwerte im oberen Quartil beruhen auf pessimistischen Erwartungen beziig-
lich der volkswirtschaftlichen Entwicklung. Als Griinde wurden eine fortgesetzte re-
striktive Geldmengenpolitik der Bundesbank infolge einer erwarteten Politik des
»knappen Geldes* der Amerikanischen Notenbank angegeben.

Die Schiatzwerte im unteren Quartil beruhen auf optimistischen Erwartungen beziig-
lich der volkswirtschaftlichen Entwicklung. Als Griinde wurden erwartete Verinde-
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rungen wirtschaftspolitischer Rahmenbedingungen (Diskontsatz- und Lombardsatz-
senkungen) angegeben.

c) Die statistischen Kennzahlen Qp, (Quartilspanne), s (Standardabweichung) und R
(Range) signalisieren insgesamt eine Konvergenz der Meinungen. Die ,,Experten-
gruppe* erwartet einen durchschnittlichen Sollzinssatz (Median Z) fiir das Jahr 1983
von 12,25 %, also einen Riickgang um 2,75 Prozentpunkte von aktuell 15 %.

Zu Kapitel C.: Prognosen auf der Grundlagen der ex-
ponentiellen Glattung

Aufgabe 8:

Welche Gemeinsamkeiten und Unterschiede bestehen zwischen dem Verfahren der glei-
tenden Durchschnitte und den methodischen Varianten der exponentiellen Glittung?

Losung:

Die Methode der gleitenden Durchschnitte und die Varianten der exponentiellen Glit-
tung haben gemeinsam, da8 die Beobachtungswerte einer Zeitreihe durch die Prognose-
gleichung gewichtet werden. Mit Ausnahme der Variante dynamischer a-Anpassung
wird bei den Methoden die Gewichtung exogen vorgegeben. Unterschiedlich ist die
Hohe der Gewichtung. Wihrend die Methode der gleitenden Durchschnitte alle Zeitrei-
henwerte gleich mit dem Faktor % gewichtet, beriicksichtigen die Varianten der expo-
nentiellen Glittung die Aktualitit eines Zeitreihenwertes durch stirkere Gewichtung.
Dariiber hinaus geht der Prognosefehler der Gegenwart (e,) in die folgenden Prognosen
ein.

Aufgabe 9:

Welche Eigenschaft einer Zeitreihe ist entscheidend fiir die Wahl einer methodischen
Variante der exponentiellen Glittung?

Losung:

Entscheidend ist die GesetzmiBigkeit, die in der zeitlichen Entwicklung der Zeitreihen-
werte zum Ausdruck kommt. Fiir Entwicklungen ohne klaren Trend und Saisonschwan-
kungen ist das konstante Modell angemessen; liegt keine annéhernd konstante Entwick-
‘lung vor, ist das Trendmodell der exponentiellen Glattung angezeigt, wobei eine Ver-
besserung der Prognosequalitit in der Regel durch die endogene Anpassung des Glit-
tungsparameters a moglich ist.

!ENTRALB!HL!,OT!E
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Aufgabe 10:

Welche Konsequenzen sind mit der Wahl eines Wertes fir den GLittungsparameter «
verbunden? Verdeutlichen Sie sich die Wirkung alternativer Werte fiir « (0,2;0,4;0,6;
0,8; 1,0) anhand der fiktiven Zeitreihen

t: 1 2 3 4 5 6 7
I :x¢: 4 8 4 4 4 4 4
I:x: 2 4 2

und dem konstanten Modell der exponentiellen Glittung.

Losung:
Mit dem Wert von o wird festgelegt, wie stark das Prognosemodell auf Wertinderungen

der Zeitreihenelemente reagieren soll.

Grofle Werte fiir « fiihren zu einer schnellen Reaktion des Systems, was bei einer grund-
legenden Niveauidnderung der Zeitreihenwerte (Strukturbruch) sinnvoll ist.

Kleine Werte fiir a bewirken eine stirkere Gewichtung der Werte der Vergangenheit,
was zu einer verzogerten Reaktion des Systems fiihrt; einmalige ,,Ausrutscher* beein-
trichtigen die Prognoseergebnisse weniger stark.

€.000 4
7 .600 4
7.2004
6.8004
6.400
6.0004
5.68004
5.200 4
4.800 4

4.400 4

4.000

Abbildung 26
Zeitreihe I und alternative Werte fiir
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4.0004

3.8004

3.600+

3.2004

3.2004

3.0004

2.8004

2.600+

2.200+

2.2004

2.000

Abbildung 27
Zeitreihe II und alternative Werte fiir

Aufgabe 11:

Welche Uberlegungen konnen zur Bestimmung eines vergleichsweise ,guten‘ Wertes fiir
den Glittungsparameter a fithren?

Losung:

Fine wesentliche Hilfestellung bietet die graphische Darstellung der Zeitreihe. Neben
dem Erkennen von Gesetzmifigkeiten (Trend, Saison) kénnen sowohl singulire ,,Aus-
rutscher* als auch generelle Niveauverschiebungen (Strukturbriiche) optisch identifi-
ziert werden. Dadurch wird einerseits die Wahl des Prognosemodells erleichtert, ande-
rerseits ergeben sich im Zusammenhang mit der Kenntnis der Wirkung eines Wertes fiir
a (vgl. Aufgabe 10) Anhaltspunkte fiir die Wahl eines konkreten Wertes. Weitere Ver-
besserungen sind durch alternative Rechnungen und Vergleich der Fehlermafie mog-
lich.
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Aufgabe 12:

Tabelle 24

I: Flugzeugbestand (Startgewicht bis 20 t) deutscher Fluggesellschaften
(Quelle: Verkehr in Zahlen 1981, S. 97)

1970 375 1975 345

1971 370 1976 320

1972 303 1977 316

1973 335 1978 400

1974 334 1979 378
Tabelle 25

IT: Stromverbrauch der Deutschen Bundesbahn in (MRD-kwh/p.a.)
(Quelle: Verkehr in Zahlen 1981, S. 230 f.)

1960 1,743 1970 5,335
1961 1,923 1971 5,466
1962 2,292 1972 5,780
1963 2,689 1973 5,958
1964 2,967 1974 6,111
1965 3,344 1975 5,691
1966 3,527 1976 5,840
1967 3,667 1977 5,837
1968 4,106 1978 6,085
1969 4,884 1979 6,725
1980 6,935

Fiir die vorstehenden zwei Zeitreihen (Tabellen 24 und 25) soll jeweils eine Prognose
fir ein Jahr im voraus erstellt werden.

a) Stellen Sie die Zeitreihen graphisch dar und entscheiden Sie, welche Variante der
exponentiellen Glittung fiir die einzelnen Zeitreihen zur Anwendung kommen soll-
te.

b) Fiihren Sie die Prognoserechnung fiir Zeitreihe I mit Hilfe des konstanten Modells
der exponentiellen Glittung und einem Wert des Glittungsparameters o = 0,6 durch.
ba) Welchen prozentualen und absoluten Einflu iibt der Schitzwert %, auf den

Prognosewert X+, aus?
bb) Aufgrund der Modellkonzeption gilt:
&t+m = &t+l (m = 2’3’)

Beurteilen Sie die Sinnhaftigkeit der Prognoseergebnisse fiir m > 2.
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bc) Beurteilen Sie die unter b) erzielten Ergebnisse mit Hilfe der Fehlermafie
— MAA (mittlere absolute Abweichung)
— WMQA  (Wurzel aus mittlerer quadrierter Abweichung)
- U (Theil’scher Ungleichheitskoeffizient).

c) Fithren Sie die Prognoserechnung fiir Zeitreihe II mit Hilfe des Trendmodells der
exponentiellen Glittung und dynamischer Anpassung des Glittungsparameters o
durch. Wihlen Sie als Startwerte:

a =09 =04 7v=005 MA; =0 MAA, =04

e0=el=e2=0

CHRDIOVH ]
10.005402.94

9.90 4{389.9- I
8.70 380 9
7.00 4340.7- 11
6.90 {320.0-
s.00 {300.9-
4.70 4289.91
3.00 {260.94
2.90 {280.9

1.90 4220.94

7.90 *200.9 T T T T T T T T T T T T ¥ T T T T T T T 1

B0 61 62 B3 64 65 66 67 68 89 70 71 72 73 74 7S 76 77 78 73 80

Abbildung 28
Darstellung der Zeitreihen I und II

a) Der Abbildung 28 ist zu entnehmen, daf fiir Zeitreihe I das konstante Modell der
exponentiellen Glittung angemessen ist, da weder ein klarer Trend noch eine Saison
erkennbar sind. Demgegeniiber 1ait Zeitreihe II einen klaren Trend erkennen.

b) Initialisierung des Verfahrens
— nach (5)bzw. (7): X; = x; = 375

— Prognose
nach(5) : %, = 0,6-375 + 0,4-375 = 375
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I
I

3 = 0,6-370 + 0,4-375

X 372
: X4 = 0,6-303 + 0,4-372

330,6

Die vollstindigen Ergebnisse sind in Tabelle 26 wiedergegeben.

Tabelle 26

Jahr t—1 Xt-1 Rei €t

1970 1 375 375,0 0,0
1971 2 370 3750 - 50
1972 3 303 372,0 —69,0
1973 4 335 3306 44
1974 5 334 3332 0,8
1975 6 345 3337 11,3
1976 7 320 340,5 -205
1977 8 316 3282 -122
1978 9 400 320,9 79,1
1979 10 378 368,4 9,6
1980 11 - 374,1 -

Fiir das Jahr 1980 ergibt sich ein Prognosewert von X989 = 374,1 d. h. ein Flug-
zeugbestand von 374 Maschinen mit einer Tragfahigkeit von 20 t pro Maschine.

ba)

bb)

be)

154

nach (7)

(1-0,6)'° = 0,0001048

Der prozentuale Einflu} betrigt 0,0105 %
Der absolute Einfluf betrigt

375-0,0105

100 = 0,04, d. h.

die Forderung ,geniigend grofler Zeitreihenumfang® ist praktisch erfiillt.

Mit zunehmendem Prognosehorizont entbehren die Prognosewerte einer in-
haltlichen Fundierung, da keine aktuellen Zeitreihenwerte mehr in die Prog-
nose eingehen.

MAA = 23,54
WMQA = 36,29
U = 093

Die Werte von MAA und WMQA signalisieren in bezug auf den Durchschnitts-
bestand von ca. 347 Flugzeugen eine wenig effiziente Prognose. Nach dem



Theil’schen Ungleichheitskoeffizient sind die Prognoseergebnisse jedoch bes-
ser als die einer Naivprognose.

c) Bestimmung der Glittungsoperatoren §(1) und §§ (Initialisierung, t=0)

bo = 0,1800

3, = 1,5630

nach (25a) : 1,5630 = 2§} - 82
nach (25b) : 0,1800 = ‘(’)—91 (! - 82

aus (252) und (25b) : S} = 1,5430; 52 = 1,5230

— Fortschreibung der Glittungsoperatoren, a-Anpassung und Prognose (t = 1)
nach(19) : 8! = 1,7230
nach(23) : §2 = 1,7030

nach (25a) : 3, = 1,7430

A

nach (25b) : b, = 0,1800
— — a-Anpassung
nach(27) : MA;, =0

nach (28) : MAA,; = 0,24

nach(29) : q, =0
nach (30) @, = 0,8550
— — Prognose

Da zur Initialisierung des Verfahrens die Zeitreihenwerte x, = 1,7430 und x, =
1,9230 verwendet werden, erfolgt die erste Prognose fiir 1962 (Periode t = 3). Da-
fiir miissen S, Q% und &, ermittelt werden.

— Fortschreibung der Glittungsoperatoren, a-Anpassung und Prognose (t = 2)
nach(19) : S} = 1,8940
nach(23) : 82 = 1,8663
nach (25a) : 4, = 19217

~

nach (25b) : b, = 0,1633
— — a-Anpassung
nach(27) : MA, =0

nach (28) : MAA,

0,144
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nach(29) : o, =0
nach(30) : oy = 0,81225

— — Prognose

nach(26) : %,4+; = X3 = 2,0805
Prognosefehler: ez =0,2070

Fortschreibung der Glattungsoperatoren, a-Anpassung und Prognose (t = 3)

nach(19) : 8% = 2,2173

nach (23) : 82 = 2,1514

nach (25a) : a3 = 2,2832

nach (25b) : b; = 0,2851

— — a-Anpassung

nach(27) : MA; = 0,0828

nach (28) : MAA; = 0,1692

nach(29) : oy = 0,4894

nach (30) : ay = 0,7961 (Abweichung vom Tabellenwert
(Tabelle 27) aufgrund von
Rundungsfehlern)

— — Prognose

nach (26) : %3+1 = X4 = 2,5683
0,1208

€a

Unter Verwendung des jeweils folgenden Zeitreihenwertes x; und fortlaufender a-
Anpassung, fiihrt die jihrlich fortschreitende Rechnung zu den Ergebnissen der Ta-
belle 27.
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Tabelle 27

Jahr t Xt % e 8, b, &,

1960 11,7340 - - 1,7430  0,1800 0,85
1961 2 19230 19230 00000 19217 0,633 081
1962 3 22920 2,0850 02070 22832 02851 0,80
1963 4 26890 25683  0,1208 2,6828 03514 0,79
1964 5 29670 30343 —0,0673 29693 03040 0,76
1965 6 33440 32733 00707 33377 03276 075
1966 7 35270 36653 —0,1383 35342 02394 0,72
1967 8 36670 37736 —0,1066 3,6729 01695 071

1968 9 4,1060 3,8424 0,2636  4,0837 0,2998 0,70
1969 10 4,8840 4,3836 0,5004  4,8365 0,5330 0,70
1970 11 5,3695 54040 —0,0345 5,3392 05224 0,70
1971 12 5,4660 58616 -0,3956  5,5008 03256 0,68
1972 13 5,7800 58264 —0,0464 57817 0,2879 0,66
1973 14 59580 6,0696 —-0,1116 59682 0,2272 0,66
1974 15 6,1110 6,1955 —0,0845 6,1201 0,1871 0,66
1975 16  5,6910 6,3073 —0,6163 57626 -0,0805 0,67
1976 17 5,8400 5,6820 0,1580 58225 -0,0118 0,66
1977 18  5,8370 5,8107 0,0263  5,8340 0,0000 0,65
1978 19 6,0850 5,8341 0,2509  6,0535 0,1047 0,63
1979 20 6,7250 6,1582 0,5668  6,6464 03254 0,64
1980 21 69350 . 69718 —0,0368 6,9412 0,3163 0,64
1981 22 — 7,2575 - - - —

Damit ergibt sich ein Prognosewert X;95; = 7,2575, d. h. der prognostizierte Stromver-
brauch der Deutschen Bundesbahn betrigt fiir das Jahr 1981 7,2575 Mrd-kWh.

Zu Kapitel D.: Prognosen bei saisonbehafteten
Zeitreihen

Aufgabe 13:

Fiir die Anwendung des Verfahrens von Winters ist die Zeitreihe der monatlichen Bier-
produktion in der Bundesrepublik Deutschland (Quelle: Statistisches Bundesamt,
Fachserie 14, Reihe 9.2.1) von Januar 1977 bis Dezember 1981 (t =1, ..., 60) gege-
ben. Die Reihe umfait 60 Werte, die mit der Einheit 1000 Hektoliter (hl) gemessen
sind. Es kann eine Saison von 12 Monaten unterstellt werden.
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Der letzte Zeitreihenwert lautet: x4 = 7881, die Glittungsparameter haben folgende
Werte:

a=05 =01 =05
In der Vergangenheit sind die Saisonfaktoren
§48,0 = 0,7837 §49,1 = 0,675 350,2 = 0,6844

sowie der Grundwert 2g, = 9989,3624 und der Trendwert Gw = 5,754 geschitzt wor-
den.

Berechnen Sie den Saisonfaktor fiir Dezember 1981.

Losung:
Nach Gleichung (37) ergibt sich dieser Saisonfaktor zu

A ~ X60 o 7881
$60,0 =Sas0 +7( go— ~348,0) =0,7837 +0,5( 99893624 0,7837)

360,0 = 0,7863

Aufgabe 14:

Prognostizieren Sie die Bierproduktion fiir die Monate Januar und Februar 1982.

Losung:

Zur Prognose wird Gleichung (34) zugrunde gelegt. Da fiir den Monat Januar 1982
kein effektiver Wert bekannt ist, kénnen Grund- und Trendwert vom Dezember 1981
nicht fortgeschrieben werden. Fiir die Februar-Prognose betrigt somit der Zeithorizont
zwei Monate (m=2).

(9989,3624 + 5,754) - 0,675
(9989,3624 + 5,754 - 2) - 0,6844
6844,5957

%61 = (360 +beo - 1) Sa01
Xe2 = (460 * bgo - 2) * 85022
6746,7036  %¢,

A
X61

Aufgabe 15:

Nennen Sie den Haupteinwand gegen das Verfahren von Winters.
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Losung:

Der von Winters benutzte Saisonfaktor ist nicht aktuell, sondern liegt eine Saisonzy-
Kkluslinge (L Perioden) zuriick. Da sich die Zeitreihenstruktur wihrend dieser L Perio-
den gedndert haben kann, droht die Gefahr eines systematischen Prognosefehlers,
wenn der Saisonfaktor nicht auf dem neuesten Stand ist. Die Konstruktion des Progno-
sesystems von Winters erlaubt es nicht, diesen Mangel an Aktualitit abzustellen.

Aufgabe 16:

Die stochastischen Prozesse sind fiir die Spektralanalyse grundlegend.
a) Definieren Sie einen stochastischen Prozef.
b) Verkniipfen Sie diesen Begriff mit dem Begriff ,Zeitreihe‘.

¢) Gewinnt man durch Ubergang vom Zeitbereich (Autokorrelationsfunktion) in den
Frequenzbereich (Spektrum) mehr Information aus einer Zeitreihe?

Liésung:

a) Ein stochastischer Prozef ist eine Familie von Zufallsvariablen, die auf der Menge
der Elementarereignisse und der Menge der Zeitpunkte definiert ist.

b) Eine Zeitreihe kann als Realisation eines stochastischen Prozesses aufgefait wer-
den.

¢) Die Information, die in der Zeitreihe steckt, wird durch diese Transformation nicht
verindert. Durch die Darstellung im Frequenzbereich gelingt es jedoch, die Varianz
der Zeitreihe additiv den einzelnen Frequenzen zuzuordnen und damit evtl. mehre-
re sich iiberlappende Saisonzyklen zu identifizieren.

Zu Kapitel E.: Prognosen mit autoregressiven
Methoden
Aufgabe 17:

Wodurch ist ein autoregressiver Proze p-ter Ordnung gekennzeichnet?

Losung:
Ein autoregressiver Prozef p-ter Ordnung zeichnet sich dadurch aus, da} die partiellen
Autokorrelationskoeffizienten b; (i = 1, 2, . . ., p) ungleich Null und b; (i > p) gleich
Null sind.

159



Aufgabe 18:

Leiten Sie die Autokorrelationsfunktion r(r) ab.

Losung:

Gleichung (52) wird mit x,., multipliziert und anschliefend der Erwartungswert gebil-
det. Dies ergibt die Autokovarianz R.. Sie wird durch die Varianz R, dividiert und als
Ergebnis erhilt man die Autokorrelationsfunktion 1, (Gleichung 54).

Aufgabe 19:

Zeigen Sie,
a) daf ohne die Beschrinkung —1 <b, <1 (vgl. (55)) die Stationaritit verletzt wire,
b) daB r, = 1 gilt.

Losung:

a) Gleichung (55) wird mit b, = 2 fortgeschrieben. Man erkennt, daB die Reihe explo-
diert.

t 0 1 2 3 4
x¢ 1 2 4 8 16

b v = —ElG “Bleb G -BOuDl Bl —Elx’]
®  VE[(x - E[x)?]- Elxc ~ E[x)?]  El(x¢ —Elx]’]

Aufgabe 20:

Bestimmen Sie die partiellen Autokorrelationskoeffizienten l/;l, l/;z (mit p = 2) des fol-
genden Zeitreihenausschnitts

t 1 2 3 4 5
Xx¢ 21,019 20,125 19901 19,677 19,007

aus den Yule-Walker-Gleichungen (59), wenn die Varianz der Reihe 0® = 2,627 und
der Mittelwert u = 18,747 betrigt.
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Losung:

Fiir p = 1 ergibt sich aus (59)

15
. th:z (X1 — ) (x¢ — ) 120662

by =1 = o T 2,627

alsob; = 0,4593.

Setzen wir p = 2, so folgt

Y, = I ~r12
g = —
1-— 1'12

Zunichst errechnen wir

1s
b - _
T2 (Xt-2 — 1) (x¢ — 1) _osam
- o =26 TP
Daraus folgt fiir 32:

~ 03199 - 0,45932

= = 0,138.
2 1 — 0,45932

Aufgabe 21:

a) Formulieren Sie die Bestimmungsgleichung fiir ein ARMA(2,2)-Modell.

b) Bilden Sie die Anfangsschitzwerte fiir die in Aufgabe 20 genannten Daten (3 Itera-
tionen).

¢) Prognostizieren Sie den Zeitreihenwert %4, wenn us = —0,2169 und u, = —0,0685
gegeben ist.

Losung:

a) Das ARMA(2,2)-Modell lautet

2 2
Xy = u + Z bixei — 2 aug.
i=1 i=1
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b) Die Anfangsschitzwerte fir den AR-Teil ergeben sich aus den Yule-Walker-Glei-
chungen (59) firp=2:r; =b; + b, und r, = b;r, + b,. In Aufgabe 20 sind r,
und r, errechnet worden, so daB sich folgende Werte fiir b, und b, ergeben:

b,
b2

0,3959
0,138

Die fir die Iterationen erforderliche Varianz R, und die Kovarianzen R; und R,
sind ebenfalls aus Aufgabe 20 bekannt!

2,627
R, = r,0% = 1,2066
R, = 1,02 = 0,8404 .

~
(=]
|
Q
1]

R
0} = ——— = 2,627
u 1+ aj + a;
__Re_ om0
2 = o2 2627
R, 1,2066
a = - T+ aa, = — 2627 = —‘0,4593

Die zweite Iteration fiihrt zu:

) _ 2,627

% = 1+0211+0.1023 ~ 2000
.l 0,4202
2 =7 5000 @
1,2066

a, = + (—0,4593) (-0,3199) = —0,4564

2,000
Nach der dritten Iteration ergibt sich schlieBlich

, 2,627
u 1,385

1 Da sie in dieser Aufgabe als Schiitzgrofe aufgefat werden, miiiten sie eigentlich ein ,,A* tra-
gen. Wegen der Kontinuitit zu Aufgabe 20 sei jedoch darauf verzichtet.

o = 1,897
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a, = — 1,897 = _0,4430
1,2066
a = ~ Tggr * (-04564)(-04202) = - 04443

¢) Wir definieren den Zeitpunkt 6 als t+1 und erhalten

it"‘l = 0,3959Xt + 0,138Xt_1 + 0,4443ut + 0,443ut_1
445

A
X6

Zu Kapitel E. III.: Prognose mit dem adaptiven Filtern

Aufgabe 22:

a) Stellen Sie die Prognosegleichung fiir ein AR(2)-Modell auf.

b) Leiten Sie, ausgehend von der unter (a) aufgestellten Prognosegleichung, die Vor-
schrift (Gleichung) zur dynamischen Anpassung der Modellparameter ab.

c) Welche Bedeutung hat, in der unter (b) ermittelten Vorschrift, die Lernkonstante K
und in welchen Grenzen darf X variiert werden, ohne die Konvergenz des Verfah-
rens zu gefahrden?

Losung:
a) Prognosegleichung:
Xy = byxey + baXxep +ug

b) Ableiten der Vorschrift fiir die dynamische Anpassung der Modellparameter:

u = X — (byxeoy + baxes)
utz =[x — bixeor — baxe ]
i‘i = 2uy (—x¢_1)

ab, t (—Xt-1

auf

1}

55—2' 2uy (—%¢-2)
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oder allgemein
o = 20 (—Xep) (i=12)

Beachtet man das Minuszeichen des negativen Gradienten und fiihrt die Lernkon-
stante K ein, so ergeben sich die neuen Parameterwerte aus den alten durch Addi-
tion des Produktes aus negativem Gradient und Lernkostante.

bit = bjr-1 + 2Kuexe i=1,2)

¢) Beginnend mit beliebigen Ausgangswerten der Modellparameter stellt man fest, in
welcher Richtung des Parameterraumes der quadratische Prognosefehler am meisten
verringert wird (negativer Gradient) und macht einen Schritt in diese Richtung. Die
Schrittweite entlang des negativen Gradienten wird durch den Wert der Lernkon-
stanten K bestimmt.

Die Konvergenz des Verfahrens ist fiir ein AR(2)-Modell nicht gefihrdet, wenn man
folgende Restriktion beachtet

: 1
0<K<2.

Aufgabe 23:

Tabelle 28 gibt die Zeitreihenwerte der Erteilungen der allgemeinen Fahrerlaubnis in
Fithrerscheinklasse 1 (Quelle: Bundesminister fiir Verkehr, Verkehr in Zahlen 1981,
Bonn 1981, S. 122) wieder.

Tabelle 28
Jahr t x; (in Mio) Jahr t X (in Mio)
1975 1 1,701 1978 4 1,964
1976 2 1,857 1979 5 2,073
1977 3 1,866 1980 6 2,110

a) Passen Sie die Modellparameter fiir ein AR(2)-Modell iiber 2 Iterationen dynamisch
an. Gehen Sie dabei von b¢_; =0,25,b5¢_2 =0,25 und K =0,25 aus.

b) Prognostizieren Sie mit Hilfe der unter (a) gefundenen ,,optimalen* Modellpara-
meter die Anzahl der Erteilungen der allgemeinen Fahrerlaubnis in Fiihrerschein-:
klasse 1 fiir das Jahr 1981.

164



Losung:

a) Wir verwenden die Normalisierungskonstante

NK= /Zx2, .
- i=1

Tabelle 29 zeigt den Verlauf der dynamischen Anpassung der Modellparameter.

Tabelle 29
Iteration t by, baiz2 Xt R xt'_l xt._z u; u;
1 1 - - 1,701 - - — - —
2 - — 1,857 - - - - -
3 0,250 0,250 1,866 0,890 0,737 0,675 0976 0,388
4 0393 0381 1964 1444 0,709 0,705 0,523 0,199
5 0464 0451 2073 1,753 0,725 0,689 0320 0,188
6 0,532 0,516 2,110 2116 0,726 0,668 -0,006 -0,002
2 1 - — 1,701 - - - - -
2 - - 1857 - - - - —
3 0,531 0515 1,866 1,862 0,737 0,675 0,004 0,002
4 0532 0516 1964 1951 0,709 0,705 0,013 0,005
5 0,534 0,518 2073 2,015 0,725 0,689 0,058 0,021
6 0,542 0,525 2,110 2,155 0,726 0,668 -0,045 -0,016

b) Wir setzen die unter (a) ermittelten Modellparameter in die, fir ein AR(2)-Modell
modifizierte, Gleichung (85) ein und erhalten

% = 0,542x;_, + 0,525%;_

als Prognosegleichung.

Der Prognosewert der Zeitreihe fiir 1981 ergibt sich durch Einsetzen der Zeitreihen-
werte der Jahre 1980 (x¢.;) und 1979 (x;.2)-

R0m = 0,542 - 2,110 + 0,525 - 2,073
2,232

N
X1981
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Zu Kapitel F.: Prognosen mit Wachstums- und Satti-
gungsmodellen

Aufgabe 24:

Eine genaue Untersuchung hat ergeben, daf8 die Preise fiir 1/2 kg Heringe ab 1974
einem Trend in Form der Exponentialfunktion folgen. Tabelle 30 zeigt diese Entwick-
lung fiir die Jahre 1974 bis 1978.

Tabelle 30
Jahr t Xt
1974 1 0,40
1975 2 0,70
1976 3 1,00
1977 4 1,50
1978 5 2,30

a) Die Prognosegleichung lautet %, = A - Bt.
Schitzen Sie die Parameter der Prognosegleichung aus der obigen Zeitreihe.

b) Prognostizieren Sie die Preise fiir die Jahre 1974 bis 1982.

c) Berechnen Sie fir den Zeitraum 1974 bis 1978 die mittlere quadratische Abwei-
chung (MQA).

Losung:

a) Um die Parameter A und B der obigen Prognosegleichung mit Hilfe der KQ-Metho-
de schitzen zu kénnen, muf} die Gleichung vorher linearisiert werden.

X = A - B
lgx; =I1gA +t-1gB

Die Normalgleichungen (102a) und (102b) fir diese Aufgabe lauten

R - 5 5

I T lgA+IgB 2 t= % Igx,
A 5 . 5 5

(I) BA T t+1gB T t2 = 2 Igx,-t.
t=1 t=1 t=

Wir legen folgende Arbeitstabelle an:
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Tabelle 31

Jahr t t2 Xt lg Xt t- lg Xt
1974 1 1 0,40 —0,398 —0,398
1975 2 4 0,70 —0,155 —0,310
1976 3 9 1,00 0,000 0,000
1977 4 16 1,50 0,176 0,704
1978 5 25 2,30 0,362 1,810

z 15 55 590 —0,015 1,806

Durch Einsetzen in obige Normalgleichungen erhalten wir

() SigA + 151gB = - 0015

ar) 151gA + 551gB = 1,806

(I=3r-I) - 101gB = — 1,851

gB = 0,851

B - 100,1851

B = 1531

g8 = 0,1851in I’ eingesetzt.

51g,§ = —0,015—15-0,1851

51gA = —2,792

g = —0,558

A - 10—-0,558

A= 0277

b) Nach Einsetzen der geschitzten Parameter in die Prognosegleichung erhalten wird

Die Prognose- und Zeitreihenwerte sind in Tabelle 32 gegeniibergestellt.

% = 0,277 - 1,531'.

Tabelle 32

Jahr t X R

1974 1 0,40 0,42
1975 2 0,70 0,65
1976 3 1,00 0,99
1977 4 1,50 1,52
1978 5 2,30 2,33
1979 6 -~ 3,57
1980 7 — 5,46
1981 8 - 8,36
1982 9 — 12,80
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<) MQA =

Aufgabe 25:

Ein grofer Mineralolkonzern mochte von Ihnen, um den zukiinftigen Absatz von Ben-
zin, Super und Diesel besser planen zu kénnen, den Pkw-Bestand je 1000 Erwachsene
Wohnbevolkerung prognostizieren lassen. Aufgrund der in den USA gemachten Erfah-
rungen sollen Sie von einem Sittigungsniveau von S = 700 ausgehen.

a) Schitzen Sie die Parameter der logistischen Funktion unter der Annahme, da nur
der Zeitraum von 1970 bis 1980 eine fiir die Zukunft relevante Entwicklung der
Zeitreihe (Tabelle 21) beinhaltet.

b) Stellen Sie die Prognosegleichung (vgl. (115)) auf und prognostizieren Sie den Pkw-
Bestand je 1000 Erwachsene Wohnbevoikerung fiir das Jahr 2000.

Losung:

a) Weil das Sittigungsniveau exogen mit S = 700 gegeben ist, vereinfacht sich unser
Schitzproblem. Wir wenden die KQ-Methode auf Gleichung (119) an. Zur Ermitt-
lung der Normalgleichungen (vgl. (102a) und (102b) legen wir eine Arbeitstabelle
an.

Tabelle 33
Jahr t 12 X¢ m(%t_n t'InG, -1
1970 1 1| 323 0,155 0,155
1971 2 4 | 345 0,029 0,058
1972 3 9 | 361 -0,063 0,189
1973 4 16 | 373 -0,132 -0,528
1974 5 25 | 380 -0,172 -0,860
1975 6 36 | 397 -0,270 ~1,620
1976 7 49 | 418 -0,394 ~2,758
1977 8 64 | 442 -0,538 —4,304
1978 9 81 | 466 —0,689 —6,201
1979 10 | 100 | 482 -0,793 -7,930
1980 11 121 | 490 —0,847 -9,317
p) 66 | 506 -3,714 ~33,494
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Die Normalgleichungen lauten:

@M 11-(-C) —as-66 = — 3,714
(1) 66-(-C) — 3S-506 = — 33,494
(m=61-1I) 11038 = 11,210
as = 0,1019
a = 0,1019/700
a4 = 000015

a2 - § = 0,1019 in (I) eingesetzt:

O -11¢ = -3,714 + 66 - 0,1019
-11¢ = 30114
¢ = -07274

b) Nach Gleichung (115) erhalten wir als Prognosegleichung

a8 _ 700
Xt = 1 +¢-0-1019t + 0274 °
Prognose fiir das Jahr 2000:
700

Xi=31 = I—W = 662,97

Aufgabe 26:

Die in Tabelle 17 (vgl. Gliederungspunkt F. III. 3.) wiedergegebenen Prognose- und
Zeitreihenwerte zeigen die tatsichliche (bis 1980) und die prognostizierte (bis 1985)
Entwicklung des prozentualen Anteils der Privathaushalte mit Farbfernsehgerit an
allen Privathaushalten. Priifen Sie, ob eine Verringerung des Sittigungsniveaus von S =
90 % auf S = 80 % zu einer besseren Prognose fiihrt (logistische Funktion).

a) Nach Anwendung der KQ-Methode auf Gleichung (119) erhalten wir folgende Re-
gressionsgerade

In(S 1) = 4,58 — 0521t.
Xt

Ermitteln Sie die Parameter der Prognosegleichung und stellen Sie diese auf.

b) Ermitteln Sie die Zeitreihen-und Prognosewerte fiir den Zeitraum von 1968 bis 1980,
und stellen Sie beide Zeitreihen graphisch dar.
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c¢) Ermitteln Sie die mittlere absolute Abweichung (MAA) und die Wurzel aus der
mittleren quadratischen Abweichung (MQA).

d) Fiihrte das Senken des Sattigungsniveaus zu einer besseren Prognose (ex post)?

Lésung:

a) Ermittlung der Parameter:

—éj = 4586
¢ = —4586
aS = 0,521
A = 0521/80
4 = 0,0065

Setzen wir die geschitzten Parameter in Gleichung (115) ein, so erhalten wir als
Prognosegleichung

A 80

X = ™ .
] +e-052t + 4,586

b) Die Prognose- und Zeitreihenwerte sind in Tabelle 34 gegeniibergestellt.

Tabelle 34

Jahr t Xt X

1968 1 2,00 1,35
1969 2 3,40 2,24
1970 3 3,50 3,70
1971 4 3,80 6,04
1972 5 9,10 9,65
1973 6 10,90 15,00
1974 7 21,10 22,38
1975 8 29,30 31,61
1976 9 42,20 41,88
1977 10 50,10 5191
1978 11 60,90 60,53
1979 12 69,20 67,15
1980 13 73,80 71,83
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Die graphische Gegeniiberstellung der Zeitreihen- und Prognosewerte erfolgt in Ab-

bildung 29.

[l?1
80.00
84.00
72.00 A
63.00 1 z
54.00 4
45.004
36.004
27.00 1

18.00

9.00 A

0.00

68 69 70 71 72 73 74 75 78 77 78 79

Abbildung 29
Ausstattung privater Haushalte mit Farbfernsehgeriten (Prognose gestrichelt)

1 13 ' 4 18,97 46
C) MAA = i?; tzi ;(xt - t)l b 13 = 1,
_ /am L [Es
VVhd()/\ = 13 tzi (xt — xt) = 13 = 1,81

80

d) Aufgrund der oben berechneten Giitemafie kann man festhalten, dal eine Senkung
des Sittigungsniveaus von S = 90 % auf S = 80 % zu einer leichten Verschlechterung

des Prognoseergebnisses (ex post) gefiihrt hat.

Zu Kapitel G.: Prognosen mit der multiplen
Regressionsanalyse

Aufgabe 27:

Bilden Sie fiir die Indexreihe y und die beiden vermuteten Regressoren x; und x, die

Normalgleichungen und berechnen Sie die Koeffizienten b;.
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2 3

t 1
Vi 96,9
X1t 97
Xat 88
Losung:
Gemiif} (129) gilt

92,2 111
105 120
70 103

b = xX™x! XTy

Mit X =

ergibt sich

XTx

(

1
1 1
1 1

z
z
z

97 88
05 70 und y =
20 103

1 1
105 120
70 103

Yt 300,1
X1tYt = 32400,3
X2tYt 264142

T  Zxi I Xa

2 =
Zxpe ZX3p T XpeXa =

2
z Xat z X2t X1t z th

XTX) =

42,638017 —0,404200
— 0,404200 0,005744
0,012407 —0,002441

96,9
92,2
1110

3 322
322 34834
261 28246

0,012407
~0,002441
0,002869

Der Vektor der geschitzten Regressionskoeffizienten lautet also
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Aufgabe 28:

a) Stellen Sie die Prognosegleichung fiir das Beispiel der Aufgabe 27 auf und prognosti-
zieren Sie zwei Perioden in die Zukunft.

(X14 = 80, x;5 = 101, X34 = 112, x55 = 97)
b) Bestimmen Sie den mittleren quadratischen Fehler iiber alle 5 Perioden, wenn die
wahren Werte fiir den Index y4 =93, ys = 100 betragen.
Losung:
a) Die Prognosegleichung lautet
y, = 27,188 + 0,330 x;¢ + 0,417 X¢

Damit ergibt sich

¥4 = 100,29
¥s = 100,97

b) Mit der Formel fiir die mittlere quadratische Abweichung

1 I .
MQA =3 I G-y’

erhilt man
MQA = % . 58.06 = 11.61
MQA = 341
Aufgabe 29:

Untersuchungen lassen vermuten, daf drei bestimmte Variable Einfluf auf die jihrli-
chen Ertrige von Zuckerriiben haben. Ein Regressionsmodell hat folgende Ergebnisse
geliefert. Die Tabelle 35 gibt die tatsichlichen und geschitzten Riibenertrige zur Zuk-
kergewinnung fiir den Zeitraum 1969 bis 1981 wieder.
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Tabelle 35

Jahr Xt e

1969 42,3 41,79
1970 43,0 42,50
1971 422 44,29
1972 50,2 49,30
1973 49,5 48,57
1974 50,4 50,36
1975 50,5 51,31
1976 35,0 3498
1977 52,1 52,11
1978 49,8 49,75
1979 48,5 50,37
1980 51,2 49,49
1981 59,9 59,79

Priifen Sie,

a) ob der gemeinsame Einfluf aller Variablen auf die Riibenertrige signifikant ist,
ohne die Variablen im einzelnen zu kennen

und
b) ob die Primisse P 2 verletzt ist.

Losung:

a) GemaiB (138b) gilt:
2 2
%% T-n-1

s% n
u

n -
l::T—n-l -
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Die Residuen {i betragen

Tabelle 36
t Jahr i {2 @ —8e-y) | @ — Be-r)?
1 1969 0,51 0,260 - —
2 1970 0,50 0,250 0,01 0,000
3 1971 -2,09 4,368 -2,59 6,708
4 1972 0,90 0,810 2,99 8,940
5 1973 0,93 0,865 0,03 0,001
6 1974 0,04 0,002 —-0,89 0,792
7 1975 -0,81 0,656 -0,85 0,723
8 1976 0,02 0,000 0,83 0,689
9 1977 -0,01 0,000 -0,03 0,001
10 1978 0,05 0,003 0,06 0,004
11 1979 —1,87 3,497 -1,92 3,686
12 1980 1,71 2924 3,58 12,816
13 1981 0,11 0,012 —1,60 2,560
z —0,01 113,647 —-0,400 36,920
2 oL 3 a2 1.3 40
[ =R (G

= L _ 1 ) -
= 1 [30460,98 13 (624,6)J 37,61269

Der empirische F-Wert betrigt somit

pn 3761269113725 133

T-n-1 " 1,13725 T3 T el

Mit n = 3 Regressoren, T = 13 Werten und einer Irrtumswahrscheinlichkeit von a =
0,05 ergibt sich aus der Tabelle ein theoretischer F-Wert von

3 =
Fls3y =3.86

Dieser ist kleiner als der empirische F-Wert, so dal die Regression als signifikant an-
zusehen ist.
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b) Gemif (144) ist der Durbin-Watson-Koeffizient definiert als

@~ Bey)? 36,920

T 13647

N

2,71
il
1

"M

2
t
t

Dieser Wert liegt im Unschirfebereich des Koeffizienten:

4-d5,; =225 <271 <318 =4-d

und liBt keine Aussage dariiber zu, ob Autokorrelation der Residuen vorliegt oder
nicht.
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